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Vorwort

Schon zu Beginn der 7. Klasse beschloss ich eine Fachbereichsarbeit aus Mathematik zu verfas-
sen. Die Themenwahl gestaltete sich aufgrund der Vielseitigkeit der Mathematik etwas schwieriger.

Nach langer Zeit der Uberlegung entschied ich mich fiir Polynomfaktorisierung.

Im Mathematikolympiadekurs trat fiir mich erstmals das Problem der Polynomfaktorisierung
auf. Schon damals interessierte ich mich besonders stark fiir Polynome und deren Eigenschaften.
Einige Methoden hatte ich bereits im Olympiadekurs und spéter auch im Schulunterricht gelernt.
Auch im Vorbereitungskurs zum Bundeswettbewerb der Osterreichischen Mathematikolympiade
waren Polynome ein Thema. Mittels ausfiihrlichem Literaturstudiums vervollstdndigte ich mein
Wissen iiber Eigenschaften und Methoden zur Faktorisierung von Polynomen und begann mit dem

Verfassen dieser Fachbereichsarbeit.

Besonderer Dank geht an meinen Kursleiter der Mathematikolympiade Herrn Prof. Dr. Ru-
dolf Moser, der mir bei der Literatursuche sowie bei inhaltlichen und strukturellen Fragen stets
wertvolle Unterstiitzung leistete. Aufserdem bedanke ich mich bei Frau Prof. Mag. Schachner, fiir

Korrekturlesen und weitere Hilfe beziiglich Inhalt und Struktur.
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KAPITEL 1

Einleitung

Ziel dieser Fachbereichsarbeit ist die Sammlung von Methoden zur Faktorisierung von Po-
lynomen in einer Unbekannten. Wéhrend sich Kapitel 2 mit den theoretischen Grundlagen von
Polynomen und deren Teilbarkeitseigenschaften befasst, behandelt Kapitel 3 die Faktorisierung
anhand von Beispielen. Kapitel 4 liefert zusétzlich eine kurze Zusammenfassung der algebraischen

Strukturen, deren Kenntnis in dieser Arbeit vorausgesetzt wird.

Kapitel 2 ist in zwei grofere Teile unterteilt. Teil eins fithrt den Begriff der Polynome ein,
beschéftigt sich etwas mit ihrer Struktur und zeigt die Ringeigenschaften derselben. Teil zwei
behandelt die Teilbarkeitseigenschaften von Polynomen und ist die Grundlage fiir die Faktorisie-

rungen in Kapitel 3.

Kapitel 3 behandelt zunéchst kurz die konstanten sowie linearen Polynom und geht dann zur
Zerlegung der quadratischen Polynome iiber, die anhand von ausfiihrlichen Beispielen erklért wird.

Danach werden Polynome héheren Grades auf dhnliche Weise behandelt.

Der Schwerpunkt dieser Fachbereichsarbeit liegt dabei in der Zerlegung von Polynomen mit
rationalen Koeffizienten in irreduzible Polynome. Daher wurde der Fundamentalsatz der Algebra
sowie Zerlegung von Polynomen iiber R und C nur angefiihrt und nicht ndher behandelt. Eine
ausfiihrliche Behandlung derselben wiirde das Volumen dieser Fachbereichsarbeit mehr als verdop-

peln.



KAPITEL 2

Grundbegriffe

2.1. Definitionen

2.1.1. Was sind Polynome? Eine Funktion einer einzigen Variable x heifst Polynom, wenn

es sich in der folgenden Form anschreiben ldsst:
P(z) = apz™ + ap_12" "' + ...+ az® + a1z + ag

wobei a,,, a,_1, ..., a1, ag Konstanten sind.
Diese Definition besagt, dass jedes Polynom als Summe von endlich vielen Termen azx* (k € N)

darstellen lasst.

2.1.2. Koeffizienten und Grad eines Polynoms. Fiir das Polynom a,z" + a, 12"~ ! +
. + a22% + a12 + ap mit a,, # 0 nennt man die Zahlen a; (0 < i < n) Koeffizienten. a,, ist der
Leitkoeffizient und a,x™ der Leitterm des Polynoms. ag ist der konstante Koeffizient oder auch der
konstante Term. ay ist der lineare Koeffizient und a;x der lineare Term. Wenn der Leitkoeffizient

a, gleich 1 ist so spricht man von einem normierten Polynom.

BEISPIEL 2.1.1. 2% — 322 4 42 — 9 ist ein normiertes Polynom. Der Leitkoeffizient ist 1, der

lineare Koeffizient ist 4 und der konstante Koeffizient ist —9.

Die natiirliche Zahl n heift Grad des Polynoms (englisch: degree) und wird oft mit n = deg P
bezeichnet. Ein konstantes Polynom besteht nur aus einem einzigen Term ag. Ist ag # 0 so hat das
Polynom den Grad 0. Ist ag = 0 so heifst es Nullpolynom und hat, nach Definition, den Grad —oc.

Polynome von niedrigem Grad erhalten spezielle Namen:

Grad des Polynoms | Typ des Polynoms
0 konstant
1 linear
2 quadratisch
3 kubisch

BEISPIEL 2.1.2. Das Polynom P(z) = 523 — 222 + 42 — 1 hat den Grad n = 3 und ist daher
kubisch.

Sind alle Koeffizienten von P(x) aus einer bestimmten Menge M so nennt man es ein Polynom
Gber M.

BEISPIEL 2.1.3. 523 — 222 4+ 42 — 1 und 2% — x + 5 sind Polynome iiber Z, wohingegen % — %T

und = + % Polynome iiber Q darstellen.

2.1.3. Werte und Nullstellen. Wenn man in P(x) einen fixen Wert xg fiir  einsetzt so

erhélt man den Wert des Polynoms an der Stelle .

BEISPIEL 2.1.4. P(z) = 32% - 222 +22 -3, 29 =2 = P(z0) = P(2) =3-8—2:4+2-2-3 =17

7



2.1. DEFINITIONEN 8

Eine Nulistelle eines Polynoms ist ein Wert zg fiir den gilt P(zo) = 0.

BEISPIEL 2.1.5. Fiir dasselbe Polynom wie oben gilt: P(1) =3-13—2-124+2.1-3 = 0. D.h.
xo = 1 ist Nullstelle von P(x).

2.1.4. Rechnen mit Polynomen. Seien P(z) = a,2"+a, 12" ' +...+asz?+ a1z +ag und
Q(x) = bypx™ + by 12™ L+ ...+ byx? + b1z +bg zwei Polynome. Dann gelten folgende Definitionen:

Die Summe zweier Polynome:

(P +Q)(x) = (ap + bo) + (a1 + b))z + (ag + by)x? + ...
BEISPIEL 2.1.6. (23 =322+ 2 —7)+ (2> +3) =23 — 222 + 2 — 4
Das Produkt eines Polynoms mit einer Konstanten:
(c- P)(x) = cap + carx + cax® + ... + can_ 12" + capz”

BEISPIEL 2.1.7. —T7(2® — 322 + 2 — 7) = — 723 + 2122 — T + 49

Das Produkt zweier Polynome:
(P-Q)(x) = agby + (a1bg + agb1)x + ... + (agb, + arbyr_1 + ... + ar_1b1 + arbo)x” + ... + apby ™™

BEISPIEL 2.1.8. (23 =322+ 2 —7)(22+3) = 22(2® - 322 + 2 - 7) +3(2® - 322 + 2 - 7) =
2% — 32* + 423 — 1622 + 32 — 21

Die Komposition (Hintereinanderausfithrung) zweier Polynome:
(PoQ)(z) = P(Q(x))
Das heift in P wird jedes x durch Q(z) ersetzt.
BEISPIEL 2.1.9. P(x) =22 +3, Q(z) = 2% — 322 + 2 -7
= P(Q(z)) = (¢* = 32> + 2 —7)" + 3 = 25 — 62° + 11a* — 202® + 432> — 14z + 52

2.1.5. Der Ring der Polynome. Betrachtet man Polynome nicht als Funktionen sondern
als algebraische Ausdriicke iiber einem Ring R so stellt sich heraus, dass Polynome Ringeigenschaf-

ten erfiillen.

SATz 2.1.10. Polynome tber einem kommutativen Ring R bilden mit der obigen Addition und

Multiplikation ebenfalls einen kommutativen Ring.!

BEWwWEIS. Die Abgeschlossenheit von Addition und Multiplikation beziiglich Polynomen folgt
direkt aus der Abgeschlossenheit dieser beiden Operationen in R.

Eine Priifung der Assoziativitdt, Kommutativitdt und Distributivitét ist leicht durchzufiihren.
Wir begniigen uns hier mit dem Beweis des Assoziativgesetzes der Multiplikation. Dazu seien
P(x) = apz™ + ap_ 12"+ ...+ a17 + ag, Q(x) = bpx™ + by 12™ L 4+ .+ bix + b und R(z) =
cxx® + cp_12" 1 4 ... + c12 + ¢o Polynome iiber R. Dann gilt:

(P(z)Q(z))R(z) = (aghy + (a1by + agh1)x + ... + anbmz™ ™) (co + c1x... + cxa®) = (agbo)co +
((arbo)co + (aoby)co + (apbo)er)w + ... + (anbm )t mHr
Es gilt aber auch:

P(x)(Q(z)R(z)) = ao(boco) + (a1 (boco) + ag(bico) + ao(boci))z + ... + ap(bpcp )z tmHE
1vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Koérper der rationalen Funktionen. In: Alexandroff P.S.

u.a. (Hrsg.): Enzyklopéddie der Elementarmathematik. Band II. Algebra. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften.
Berlin 1977. S. 120



2.2. TEILBARKEIT 9

Aufgrund der Assoziativitiat der Multiplikation in R folgt (P(x)Q(z))R(z) = P(x)(Q(x)R(x)). O

SATz 2.1.11. Polynome iber einem Integrititsbereich R bilden ebenfalls einen Integritdtsbe-

reich.?

BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass es ein Einselement gibt und die Nullteilerfreiheit erfiillt
ist. Das Einselement e von R ist gleichzeitig Einselement des Polynomrings, denn fiir P(z) =
An®™ + ap_ 12"+ .+ a7 + ag und Q(7) = e gilt:

P(z)Q(x) = Q(z)P(z) = eana™ + ... + earx + eag = anz™ + ... + a1 + ap = P(x)
Die Nullteilerfreiheit ist leicht zu zeigen denn es gilt fiir P(x) = a,z™ + 12" V4 ...+ a1z + ag
und Q(z) = bypa™ + byy_12™ L + ... + by + by mit ay, by, # O
P(2)Q(x) = agbo + (a1bo + agby)z + ... + @b,z ™

Da das Produkt a,b,, wegen der Nullteilerfreiheit von R nicht gleich Null ist gilt: deg(P - Q) =
n+m > 0. Also ist P(x)Q(x) # 0. O

Polynome koénnen jedoch nie einen Korper bilden da alle Polynome mit Grad gréfer als 0 kein

inverses Element besitzen.

2.2. Teilbarkeit

2.2.1. Definition. Ein Polynom P;(z) heift dber einem Ring R teilbar durch das Polynom
Py(x) wenn ein Polynom Q(z) iiber R existiert, sodass

Pi(z) = Py(2) - Q(x)
gilt.?
BEISPIEL 2.2.1. 23 — 22 + 2 — 1 ist iiber Z durch z — 1 teilbar, denn es gilt:
P-4t —1=(x-1(*+1)

Da das Produkt zweier Polynome vom Grad n und m den Grad nm + m hat, folgt aus der

Teilbarkeit von P; durch P, notwendigerweise:
deg P, > deg P»

Die einzige Ausnahme ist das Nullpolynom P;(z) = 0, welches durch jedes Polynom teilbar ist.

Daraus folgt folgender Satz:
Satz 2.2.2. Sind Py(x) und Py(z) Polynome iber R derart, dass Py durch Py und umgekehrt

Py durch Py teilbar ist, so unterscheiden sich die Polynome nur durch einen Faktor ¢ vom Grad
Null*

Ist R {iberdies ein Korper so gilt auch die Umkehrung dieses Satzes, da der konstante Faktor

¢ dann ein inverserses Element ¢~ ! besitzt.

BEISPIEL 2.2.3. Sei Pi(z) = 32% + 62+ 9 und Py(x) = 22 + 22 + 3. Dann ist Pi(z) = 3 - Px(z)
und Py, = % - P;. Die beiden Polynome unterscheiden sich nur durch den Faktor ¢ = 3. Uber Z
(kein Korper) ist P; durch Py nicht aber P, durch P teilbar. Uber dem Korper Q ist P; durch P,
und auch P, durch P; teilbar.
2vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 128

3Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 130
4vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 1977. S. 130
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2.2.2. Division mit Rest. Um zu entscheiden ob ein Polynom durch ein anderes teilbar ist

verwendet man meist die Division mit Rest. Dazu bendtigt man den folgenden Satz:

SATZ 2.2.4. Satz iber Division mit Rest: Zu je zwei Polynomen F(x) und G(x) # 0 dber einem
Kérper K gibt es genau ein Paar von Polynomen Q(z) (Quotient) und R(x) (Rest) iber K, sodass
F(r) = G(x)Q(x) + R(x)

gilt und deg R < deg G ist.’

BEWEIS. Sei
F(2) = apa"™ + ap_12" ' + ...+ agx® + a1 +ag (a, #0)

G(x) = bypa™ + by 1™ 4+ boa® + by + by (by, # 0)
Ist n < m wird obige Gleichung von Q(z) = 0 und R(z) = F(x) mit der gegebenen Nebenbedingung
erfiillt.

Ist n > m so gilt:
an

b,
Dadurch verschwindet der Leitterm von F'(z) in Fj(z) und es folgt deg F} < deg F":

F(z)— —az" "G(z) = F1(x)

Fy(z) = ap, 2™ +af,,, 2™~ .+ aba® + ajx + ag (a,, #0,m1 <n)

Falls deg F; > deg GG, so verringert man auf dieselbe Weise den Grad von Fj:

/

T TG ) = F(a)

usw. Da die Grade n, ny, ng,... nicht unbeschréankt kleiner werden kénnen, muss man nach endlich

Fl(l') —

vielen Schritten zu einem Polynom R(z) (mit deg R < degG) kommen. Dabei erhélt man eine
endliche Kette von Beziehungen:

A

F(x) — ax’“mG(z) = Fi(x)
Fi(z) — %x”ﬁma(x) = Fy(z)

(k)
Fiu(z) — ‘;"Az"rma(x) = R(z)
Ellimiert man aus dieser Kette die Polynome F}, Fb, ..., F}j, so erhdlt man:

bm bm m

/ (k)
F(x) — (Clnx"_m + aﬂxm_m + .+ C;)n’“x”’“_m> G(z) = R(x)

also
F(z) = G(z)Q(z) + R(x)
mit
/ (k)

Qa) = =g 4 Gnygmam gy I gm—m,
bm b bm

Also haben wir ein Paar von Polynomen @(z) und R(z) iiber dem Koérper K gefunden.

5Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 132
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Es bleibt noch zu zeigen, dass Quotient und Rest eindeutig bestimmt sind. Dazu nehmen wir
an es gibe neben Q(z) und R(x) noch Q1 (x) und R;(z) die die Gleichung

F(z) = G(2)Q1(z) + R1(z)
erfiillen, wobei deg R; < deg G gilt. Dann folgt:
G(2)(Q(x) — Qu(2)) = Ra(z) — R(x)

Wire aber Q(z) # Q1(z) so wiirde gelten, dass deg (G - (Q — Q1)) > deg G > deg (R; — R). Dies
ergibt einen Widerspruch zur Gleichung. Daraus ergibt sich, dass Q(z) = @1(z) und damit auch
R(z) = Ry(x) gilt. O

BEISPIEL 2.2.5. Man dividiere F(z) = 23 — 222 — 2z + 1 durch G(z) = 3z — 5.
(32 —22% =2z +1) : B3z —5) =2 +x+1
—32° + 5z
32% — 2z
—32% + bz
3z +1
-3z +5
6
Der Quotient betriigt Q(z) = 22 + 2 + 1 und der Rest betrigt R(z) = 6.

Mit einer geringfiigigen Einschrinkung ldsst sich der Satz {iber die Division mit Rest fiir

beliebige kommutative Ringe mit Einselement e # 0 {ibertragen.

SATZ 2.2.6. Sei F(z) ein Polynom iber einem kommutativen Ring R mit Einselement e # 0
und G(x) # 0 ein normiertes Polynom iber R, so gibt es genau ein Paar von Polynomen Q(x)
und R(x), sodass

F(z) = G(z)Q(z) + R(x)
gilt und deg R < deg G ist.5

BEWEIS. Der Beweis verlauft analog zu dem obigen, wobei das Verfahren zur Bestimmung
der Koeffizienten und des Restes noch einfacher ist als dort, weil hier an Stelle der Faktoren

—m @ _ alk) . ) _ _ k) pe—
%x" m bimlx”l "o, b%:x"k ™ einfach die Faktoren a,z"~™, a; ™ m,...,a%,}m”’“ ™ stehen.
Beim Eindeutigkeitsbeweis fiir Quotienten und Rest hat man zu berticksichtigen, dass das Einsele-

ment e des Ringes R kein Nullteiler und daher deg (G(Q — Q1)) = deg G +deg (Q — Q1) ist. O

Mithilfe des Divisionsalgorithmus kann man nun leicht feststellen, ob ein Polynom F(z) durch
ein Polynom G(z) teilbar ist. Ein Polynom F'(z) ist ndmlich genau dann durch G(z) teilbar, wenn
der Rest bei der Division gleich Null ist. Denn ist R(z) = 0 so folgt:

Fz) = G@)Q(x)
Aus der Eindeutigkeit von Q(z) und R(z) folgt auch die Umkehrung.”

Dividiert man durch ein normiertes Polynom vom Grad 1, also ein Polynom der Form z — a,
so empfiehlt es sich das sogenannte Horner Schema zu verwenden. Fiir die Division des Polynom

P(z) = apa™ + n_12" ' 4+ ...+ a1z + ap durch das Polynom z — a sieht das wie folgt aus:

6Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 134
7Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 135
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(07 Ap—1 Ap—2 a1 Qg
0 a-bn_l a'bn_g Cl'bl CL'b()
a ‘ Qp a'bn—l + an—1 a'bn—2+an—2 a'bl + a1 a'b0+a'0

wobel by—1 = an, by—a = a-bp_1 + an_1, ..., bop = a- by + ay ist. Der Quotient Q(x), und der
Rest R(z) lauten dann Q(z) = b,_12™" 1 + b,_22" "2 + ...byx + by und R(x) = a - by + ao.

Zur Veranschaulichung des Horner Schemas geben wir folgendes Beispiel:

BEISPIEL 2.2.7. Man dividiere % + 222 — 5z + 4 durch = + 3.
Das Horner Schema sieht hier wie folgt aus:

1 2 -5 4

0 -3 3 6
f3\1 1 -2 10

Also gilt:

10

3 2 2
+22° bz +4): (z+3)=2" -2 -2+ ——
(x x r+4):(x+3)=2"—2x 3

Man vergleiche dazu die Polynomdivision:
(@3 +222 =Bz +4): (z+3) =22 —x —2
—3 — 322

—x? — bx
2% + 32

—2x+4

2046

10

2.2.3. Grofiter gemeinsamer Teiler. Ein Polynom T'(z) heift gemeinsamer Teiler der
Polynome P(z) und Q(z), wenn T'(x) sowohl P(z) als auch Q(x) teilt. Im besonderen heifst D(x)
ein grofiter gemeinsamer Teiler, wenn D(x) durch jeden gemeinsamen Teiler T'(x) von P(z) und
Q(z) teilbar ist.®

Um den grofiten gemeinsamen Teiler zu bestimmen wendet man den Euklidschen Algorithmus
an. Dabei wird zunéichst P(z) durch Q(z) dividiert. Der dabei auftretende Quotient wir mit Q1 (x)
und der Rest mit R;j(x) bezeichnet. Danach wird Q(z) durch R;(x) dividiert, wobei sich der
Quotient Q2 (z) und der Rest Ro(x) ergeben. Danach wird jeweils der vorangegangene Rest durch
den folgenden dividiert. Dabei verringert sich der Grad der auftretenden Reste stindig. Daher
muss das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen, bzw. man erhélt nach endlich vielen
Schritten einen Rest Ry (x) der Teiler des vorangegangenen Restes Rjy_1(z) ist. Wir behaupten

Ry (z) ist dann der gréfte gemeinsame Teiler von P(z) und Q(z).°
BEwEIS. Wir schreiben den Algorithmus zunéchst mathematisch an:
P(z) = Q(z)Q1(x) + Ri(x)
Q(z) = R1(2)Q2(x) + Ra(x)

kaz(x) = Rk,l(;v)Qk(x) + Rk((E)

8Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 135
9Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 135
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Ri—1(z) = Ri(2)Qr11(2)
Zuerst zeigen wir, dass Ry () ein gemeinsamer Teiler von P(x) und @Q(x) ist. Dazu betrachten wir

zunidchst die vorletzte Beziehung des Systems:
Ri—2(x) = Re—1(2)Qx(x) + Ri(2)

Da auf Grund der letzten Beziehung Rj_1(z) durch Ry (x) teilbar ist, ergibt sich, dass Rjy_2(z)
ebenfalls durch Ry (x) teilbar ist. Danach betrachten wir die vorangegangene Beziehung des Sy-
stems:
Ry—3(z) = Ry—2(2)Qk—1(x) + Ri—1(x)

Da Rj_1 und Ry_o durch Ry teilbar sind so gilt dies auch fiir Rx_3(x). Setzt man dieses Verfahren
schrittweise bis nach oben fort, so ergibt sich schlieflich, dass P(x) und Q(z) durch Ry (z) teilbar
sind.

Es bleibt dann noch zu zeigen, dass Ry (z) der grofite gemeinsame Teiler ist. Zu diesem Zweck

gehen wir von der ersten Beziehung
P(z) = Q(x)Q1(x) + Ry (x)

aus und untersuchen, was man beziiglich eines beliebigen gemeinsamen Teilers T'(x) aussagen kann.
Sind P(z) und Q(x) durch T'(z) teilbar, so ist auch R;(x) durch T'(z) teilbar. Entsprechend, erhélt

man auf Grund der zweiten Beziehung des Systems,

Q(z) = R1(z)Q2(x) + Ra2(x)

dass auch Ra(x) durch T'(z) teilbar ist. Setzt man das Verfahren schrittweise nach unten fort so
erhélt man, dass Ry(x) durch T'(z) teilbar ist. Damit ist gezeigt, dass Ry wirklich der grofste

gemeinsame Teiler von P(z) und Q(z) ist. O

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass der grofite gemeinsame Teiler bis auf einen konstanten
Faktor eindeutig bestimmt ist.!°

Dazu seien Dq(x) und Ds(z) grokte gemeinsame Teiler der Polynome P(z) und Q(z). Geméaf
Definition gilt dann, dass D; (x) durch Dy(z) und Do (x) durch D () teilbar ist, woraus unmittelbar

folgt dass Do(x) = ¢ Dy (x) gilt.

BEISPIEL 2.2.8. Man bestimme den gréften gemeinsamen Teiler von P(z) = 2% — 2% — 22 + 2
und Q(z) = 2® — 2? 4+ 5z — 5.
Man dividiert:

: : —52% + 37 + 2
4_ .3 3,2
-z’ —2x+2): —2°+5r—-5)=a+
(z* -z r+2): (z° -z z—5)=u P S
. , r 9 1202 _ 129
_ 5 (— N T 2 T35 T3
(z z° + bz 5) (51: +3x+) 5+25+—5x2 P
1292 129 25 25
_E22 . Ty - f2Y (ka2 . _ _ Y (_Ea
(—5z +3x+2).< 5% 25>129( 5% + 3z +2) : (z 1)7129( S5z —2)

x — 1 ist also ein Teiler von —522 + 3z + 2 also ist  — 1 der grofite gemeinsame Teiler von P(z)

und Q(z).

Ist der grofite gemeinsame Teiler zweier Polynome P(x) und Q(z) ein Polynom vom Grad Null
so heifen P(z) und Q(z) teilerfremd.*!

1ovgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 136
11Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 137
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2.2.4. Irreduzible Polynome. Ein Polynom P(z) heift iber dem Kérper K reduzibel, wenn
es als Produkt von Polynomen iiber K niedrigeren Grades dargestellt werden kann.'?

Dagegen heifst ein Polynom P(z), dessen Grad grofer als 0 ist, dber K irreduzibel, wenn es
nicht als Produkt von Polynomen niedrigeren Grades darstellbar ist.'3

Irreduzible Polynome haben also offenbar dhnliche Eigenschaften wie Primzahlen. Wir beweisen
hier einige:

SaTz 2.2.9. Sind Pi(x) und Py(x) dber K irreduzible Polynome und ist Pi(x) durch Py(x)

teilbar, so stimmen Py(x) und Py(x) bis auf einen konstanten Faktor iiberein.**

BEWEIS. Aus P(z) = P2(2)Q(z) folgt aufgrund der Irreduzibilitit von Pj(x) unmittelbar,
dass deg @ = 0 gilt. Also ist Q(x) = ¢ # 0, also gilt: Py(x) = ¢ Py(z). O

SATZ 2.2.10. Ein Polynom Q(x) tiber K ist genau dann durch das iber K irreduzible Polynom
P(x) nicht teilbar, wenn Q(x) und P(x) teilerfremd sind.®

BEWEIS. Sei @Q(x) nicht durch P(z) teilbar. Aufterdem sei D(z) der grofite gemeinsame Teiler
der beiden Polynome. Da P(x) iiber K irreduzibel ist ergeben sich fiir D(z) nur zwei Méglichkeiten.
D(z) ist ein Polynom vom Grad Null oder D(x) ist bis auf einen konstanten Faktor gleich P(x).
Die zweite Moglichkeit entféllt, weil dann Q(z) durch P(z) teilbar wére. Also sind Q(x) und P(x)
teilerfremd.

Seien umgekehrt Q(z) und P(z) teilerfremd, so kann Q(z) nicht durch P(xz) teilbar sein, denn

dann wire der grofite gemeinsame Teiler gleich P(z) und kein Polynom vom Grad Null. ]

Satz 2.2.11. Ist das Produkt F(x)G(x) der Polynome F(x) und G(z) tdber K durch das dber
K irreduzible Polynom P(x) teilbar, so ist mindestens einer der Faktoren F(x) und G(z) durch
P(z) teilbar.'®

BEWEIS. Wire weder F(x) noch G(x) durch P(z) teilbar, so wire P(z) zu F(z) und G(z)
teilerfremd. Dann wire aber auch das Produkt F(2)G(z) zu P(z) teilerfremd und damit nicht
durch P(z) teilbar. O

SATZ 2.2.12. Jedes Polynom iber einem Korper K, dessen Grad grifier als Null ist, lifit sich

als Produkt aus tiber K irreduziblen Polynomen darstellen:
F(z) = Pi(x) - Pa(x) - ... - Pp(x)

und diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren und auf Polynome vom Grad Null

eindeutig.'”

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer solchen Darstellung von F(z). Ist F'(z) iiber
K irreduzibel so ist die Behauptung offensichtlich wahr. Ist nun F'(x) iiber K reduzibel so gilt:

F(Z‘) = Fl(x)Fg(a:)

wobei Fi(z) und F(x) Polynome iiber K sind, deren Grad kleiner ist als der Grad von F'(x). Ist

mindestens einer der Faktoren reduzibel so kann man ihn (oder eventuell beide) weiter zerlegen.

12y6]. OKUNJEW, L.

J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 141
13vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 141
14vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 143
15vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 143
16vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 143
17Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 143
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Dieser Prozess muss nach endlich vielen Schritten abbrechen, weil die Grade der Polynome bei
jedem Schritt geringer werden. Somit kommen wir schlieflich zu einer Zerlegung von F(z) in
irreduzible Faktoren.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit dieser Zerlegung zu beweisen. Dazu nehmen wir an es géibe

zwei Darstellungen von F'(x) als Produkt von irreduziblen Faktoren:
F(z) = Pi(x)Py(z) - ... - Pr(x)

F(z) = Q1(2)Q2(z) - ... - Qu()
wobei P;(z) und Q;(z) irreduzible Polynome iiber K darstellen. Ohne Beschrénkung der Alge-
meinheit kénnen wir annehmen, dass k <[ ist. Es folgt:

Pi(z)Pe(z) - ... - Pr(z) = Q1(2)Q2(x) - ... - Qi()

Die linke Seite ist offensichtlich durch P;(x) teilbar. Also muss auch die rechte Seite durch P;(x)
teilbar sein. Nach Satz 2.2.11 muss dann mindestens einer der Faktoren durch P (x) teilbar sein. Sei
also ohne Beschrénkung der Allgemeinheit Q1 (z) durch P;(z) teilbar. Nach Satz 2.2.9 miissen dann
Py (x) und Q1 () bis auf einen konstanten Faktor gleich sein. Das heifit es gilt, dass Q1 (z) = ¢1 P1(x)
ist. Wir setzen dies in die obige Gleichung ein und kiirzen durch P;(x). Das ergibt:

Py(z)P3(z) - ... - Pr(x) = c1Q2(2)Q3(x) - ... - Qi(x)

Analog zur obigen Uberlegung erhalten wir nun Qs (z) = ¢ P2(z). Daraus ergibt sich

P3(z)Py() - ... - Pe(w) = c1c2Q3(2)Qa() - ... - Qi()

usw. Schlussendlich erhalten wir:

l=cico .- cpQpir(x) - ... - Q)

Wire k < [ so miisste 1 durch die Polynome Qgy1,..., @Q; deren Grade gréfer als Null sind teilbar
sein, was nicht moglich ist. Also gilt k¥ = [ und Qq(z) = 1 P1(2),..., Qi(x) = ¢ P(z), was zu

beweisen war. O

Eine Faktorisierung eines Polynoms bis auf die irreduziblen Polynome ist daher auch sinnvoll
da eine solche Faktorisierung (bis auf konstante Faktoren) eindeutig ist. Das Ziel des nachfolgenden

Kapitels ist es nun diese Zerlegung in irreduzible Polynome zu finden.



KAPITEL 3

Faktorisierung

3.1. Konstante und lineare Polynome

3.1.1. Konstante Polynome. Konstante Polynome sind nach Definition weder reduzibel
noch irreduzibel. Fiir Polynome haben sie etwa diesselbe Bedeutung wie die Zahl 1 bei den gan-
zen Zahlen, die weder eine Primzahl noch eine zusammengesetzte Zahl ist. Eine Faktorisierung
konstanter Polynome ist daher nicht sinnvoll.

3.1.2. Lineare Polynome.

Sarz 3.1.1. Alle linearen Polynome P(z) = ax + b dber einem Korper K sind dber K Irredu-
zibel.

BeEwEIs. Wire P(x) iiber K reduzibel, so liefe es sich als Produkt zweier Polynome Q(z)
und R(z) niedrigeren Grades darstellen. Die Grade von Q(z) und R(z) miissen also kleiner als 1
sein. Daraus folgt aber, dass Q(z) und R(z) konstante Polynome sind. Dann ist aber das Produkt

Q(x)R(z) auch ein konstantes Polynom, was zu einem Widerspruch fiihrt. Also sind alle linearen
Polynome irreduzibel. O

Eine Faktorisierung linearer Polynome ist also ebenfalls nicht sinnvoll mé&glich.
3.2. Quadratische Polynome
3.2.1. Faktorisierung des ersten Polynoms.

BEISPIEL 3.2.1. Gegeben sei das Polynom P(z) = 22 — 5z + 6. Um es faktorisieren zu kénnen
miissen wir zunéchst die Nullstellen des Polynoms (also die Losungen der Gleichung P(z) = 0)

berechnen. Dazu beniitzen wir die » Methode der quadratischen Erganzung«:

22 —5x+6=0

22 —5r = —6
25 25
2
o2 br4+ 2= 642
voorty !
- 5\ 1
r——| ==
2 4
5 1
er—2—44/=
Ty 4
5 1
sr=2+42
953
S (r=2)V(r=3)

Diese Methode funktioniert auch allgemein fiir 22 + px + ¢ = 0:
>+ pr+q=0

@xQ—l—px:—q

16
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p
<:>$1,2=—§i T4

Damit haben wir die allgemeine Losungsformel fiir die quadratische Gleichung hergeleitet. Mithilfe

dieser Losungsformel und dem Satz von Vieta konnen wir das quadratische Polynom faktorisieren.

SATZ 3.2.2. Satz von Vieta fiir quadratische Polynome
Sei P(x) = 22 + px + q ein quadratrisches Polynom mit den Nullstellen 1 und xo. Dann gilt:

T1+ 32 =—p, v122 = q und 3> + pr + ¢ = (x — 21)(x — x2)."

p2
x? +pw+q—0@$12——*i —q
:>$1+$2:*§+\/%*61* \/Z* ¢g=-p=p=—(21+22)
[ p p? p p? _( p)2 p? _p2 P _
371332—< 2+ 1 Q>< 2 1 fJ)— 2 T 9 T3 4+Q—q:>Q—SU1$2

:$x2+px+q:x2+x(fx1f:c2)+x1x2:(z79:1)(1:79:2)

BEWEIS.

Damit kénnen wir das Polynom x2 — 5z + 6 faktorisieren:
22 =52+ 6= (v —2)(z—3)
3.2.2. Nicht normierte Polynome.

BEISPIEL 3.2.3. Versuchen wir nun ein weiteres Polynom zu faktorisieren: 222 4 92 — 5. Dieses
Polynom ist nicht normiert aber wir knnen den Satz von Vieta dennoch anwenden:

Zuerst berechnen wir wieder die Nullstellen des Polynoms:
20+ 9z -5=0

Wir dividieren den Leitkoeffizienten um die Losungsformel anwenden zu kénnen:
9 5
2
& “x—-=0
7+ 5% 7 5
9 11
Sapg=—0ot—
2Ty

Als Losungen erhalten wir: z; = —5 und x2 = 2. Nach dem Satz von Vieta gilt dann:

9 5 1
x2+§m—§:(x+5) (x—2>

Nun multiplizieren wir den Leitkoeffizienten wieder und erhalten:

1
22% + 92 — 5= 2(z +5) (x—2>

1vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 193
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Um die Koeffizienten der Faktoren ganzzahlig werden zu lassen kénnen wir auch:
22% + 92 — 5= (z+5) (22 — 1)
schreiben.
3.2.3. Doppelte Nullstellen.
BEISPIEL 3.2.4. Faktorisiert man das Polynom 2% — 4z + 4 so erhilt man:
2?2 -4z +4=0
S ra=2+V4-4=2

Die beiden Lésungen der quadratischen Gleichung sind hier identisch. Die Nullstelle des Polynoms
heifst dann doppelte Nullstelle oder Nullstelle mit der Vielfachheit 2. Das Polynom faktorisieren

wir wieder mit dem Satz von Vieta:
2 —drtd=(2-2)(x—2) = (z—2)
3.2.4. Irreduzibel iiber Z7?
BEISPIEL 3.2.5. Wir faktorisieren nun das Polynom 22 — 2z — 1:
?—22—-1=0

Sra=1+V2
2 —2rx—1= (1’—\/5—1) (:17+\[271)
Die beiden Faktoren sind keine Polynome iiber Z obwohl das Ausgangspolynom iiber Z war. Offen-
sichtlich kann ein Polynom ax?+4 bz +c iiber Z nur dann iiber Z und iiber Q reduzibel sein, wenn der
Ausdruck unter der Wurzel (Diskriminante) das Quadrat einer rationalen Zahl ist. Dies ist genau
dann der Fall wenn gilt, dass b2 —4ac eine Quadratzahl ist, denn az?+bx+c = a (a:2 + g;v + %) =0
b b2 _ —b*tvb2—4ac
2a :

hat die Lésungen z12 = —5- + =

_ <
2a 4a? a

Umgekehrt gilt:

SATZ 3.2.6. Ist b*> — dac = t? ein vollstindiges Quadrat so ist ax® + bx + c diber Z (und damit

auch iiber Q) reduzibel >

BEWEIS.
9 1 U
ax® +bx+c= 1 (2az +b—1t) (2ax +b+1t) = (7) (px+q) (rz +s)
a v

mit ggT(u,v) = ggT(p,q) = ggT(r,s) = 1. Durch Koeffizientenvergleich finden wir, dass v | pr,
v | (ps+ qr) und v | gs gelten muss. Ist d € P nun ein Primfaktor von v, so gilt o0BdA: d | p = d ¢
g = d| s = dtr. Dann wiirde aber gelten, dass: d | ps Ad { qr = d { ps + qr. Dies ergibt einen
Widerspruch. Das heifit v enthélt keinen Primteiler und es gilt somit v = 1. Daher ist az? +bx + ¢

iiber Z und Q genau dann reduzibel wenn b? — 4ac ein vollstindiges Quadrat ist. O

3.2.5. Koeffizienten aus Q und R.

BEISPIEL 3.2.7. Wir wollen nun das Polynom z? — %x — % faktorisieren.
38 16
2
e
YT

2Vgl. BARBEAU, E. J.: Polynomials. Springer-Verlag. New York 1989.
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19 21
<:>$172: Eig

38 16 2
x2—€x—€:(x—8) (x—5>

Es ist also moglich, dass einige Faktoren in der Faktorisierung Polynome iiber Z sind, obwohl
das Polynom auch nichtganzzahlige Koeflizienten besitzt. Es ist jedoch nicht moglich, dass alle
Faktoren iiber Z sind, da dann ihr Produkt (das Ausgangspolynom) nur ganzzahlige Koeffizienten
enthalten wiirde.

Enthalt das Polynom irrationale Koeffizienten so gilt dasselbe wie oben fiir Faktoren iiber Q.

BEISPIEL 3.2.8. 22 — (V2 - 1)z %:

m2—<\f2—;>x—\}§=0

2x/§—1jE 9+ 4v2
4 4

@xz—(ﬁ—;>x—\;§:(z—;) (- v2)

3.2.6. Konjugiert-komplexe Nullstellen.

< X122 =

BEISPIEL 3.2.9. Das Polynom z? + 2x + 2 liefert folgende Faktorisierung:
2 4+224+2=0

Srg=—1+v-1=—-1+i
P42 4+2=(x+1+4)(z+1—1)

Dieses Polynom ist iiber R offensichtlich irreduzibel, denn die Nullstellen sind nicht reell. Dies
ist fiir ax? + bx + ¢ offensichtlich genau dann der Fall wenn b? — 4ac < 0 erfiillt ist. Die Nullstellen
sind dann zwei konjugiert-komplexe Zahlen.

3.2.7. Faktorisierung iiber C. Uber der Menge der komplexen Zahlen ist jedes quadratische
Polynom reduzibel, da die Lésungsformel und der Satz von Vieta hier immer genau zwei (oder eine

doppelte) Nullstellen liefern.

BEISPIEL 3.2.10.
2 — (5+i)r+8+i=0
; 24 +10i — 32 — 4i
@x12:5+lj:\/ +10: -3 i
: 2 2
544+ (14 3i)
2
s’ - (G+i)z+8+i=(3+2i)(2—1)

< T12 =

3.3. Polynome héheren Grades

3.3.1. Auffinden der ganzzahligen Nullstellen.

BEISPIEL 3.3.1. Wir wollen das Polynom P(z) = 23 — 222 —x +2 faktorisieren. Dazu bendtigen

wir den allgemeinen Satz von Vieta.
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SATz 3.3.2. Satz von Vieta
Fiir die Nullstellen x1, s, ..., 2, des Polynoms ™ + ap_12" ' + ... + asx? + a1x + ag gelten die
folgenden Beziehungen:

n
ap—1 = § Tp =21+ T2+ ... +Tn
=1

Ap_9 = E TiTj; = T1T2 +T1T3 + ... + Tp_1Tp
1<i<j<n
n
ag = Hik = X1T2 " ... " Tp
=1
-1 2
2"+ ap 12"+ axttarxtag=(x—x1) (x —x2) .. (T — 2p)

Wir konnen also wieder mit Hilfe der Nullstellen das Polynom faktorisieren. Dazu bendtigen

wir jedoch noch den folgenden Satz:

SATZ 3.3.3. Jede ganzzahlige Nullstelle zo eines Polynoms anx™+a,_12" ' +...+asx?+a12+ag

tiber 7 ist Teiler des konstanten Koeffizienten ag.*

BEWEIS. Fiir eine Nullstelle zg € Z gilt:
anxy + an,lngl + ...+ agacg +ajxg+ag=0
Wiirde xg t ag gelten, dann folgt:
xo | anxl + an,lx{}*l + oo+ ax? + a2

= 2o { apry + an_lxg_l + o+ agxd 4+ a1z + ap
< X9 f 0

Dies ergibt einen Widerspruch. Also muss z | ag gelten. O

Fiir unser Polynom kommen also nur die Teiler von ag = 2 als Nullstellen in Frage. Die Teiler

sind: T = {—2,—1,1,2}. Wir probieren nun aus welche Zahlen Nullstellen sind:
Pz) =23 — 222 —2 42
=P1)=1"-2-1-1+2=0
Wir haben also bereits die erste Nullstelle gefunden. Nach Satz von Vieta gilt nun:
23— 227 —24+2=(x—1)R(z)

wobei R(x) ein unbekanntes quadratisches Polynom darstellt. Um es zu berechnen dividieren wir

das Polynom P(x) durch (z — 1). Dazu verwenden wir das Horner-Schema:

1 -2 -1 2

Damit erhalten wir:
? -2 —z4+2=(z-1) (2 —z-2)

3vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 192
4vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 155
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2

Um das quadratische Polynom R(z) = z° — x — 2 zu faktorisieren wenden wir die Methode erneut

an®:

1 -1 —2
0 -1 2
—1\1—2 0

=220 —24+2=(r—1)(x+1)(z—2)

BEISPIEL 3.3.4. Wir werden das Polynom 22 + 222 — 15z faktorisieren. Dieses Polynom besitzt
keinen konstanten Koeffizienten. Offensichtlich ist dann 0 eine Nullstelle des Polynoms. Um es zu

faktorisieren heben wir also zuerst = heraus:
x4+ 222 — 15x:x(ac2+2x—15)
Danach faktorisieren wir das Restpolynom R(z) = 2% + 22 — 15:
Ty5 = {-15,-5,-3,-1,1,3,5,15}
R1)=1*+2-1-15=—-12
R(-1) = (-1)*4+2(=1)—15=—16
R(3)=3*+2-3-15=0

2 —15
03 15
3\15 0

=23 +22° 152 =x (v — 3) (x +5)
3.3.2. Nicht normierte Polynome.

BEISPIEL 3.3.5. Man faktorisiere das Polynom 1823 — 322 — 7z + 2. Nach der bisher bekannten
Methode gilt:
P(z) = 1823 — 32% — Tz + 2

Ty ={-2,-1,1,2}
P1)=18-3-7+2=10
P(—=1)=—-18—3+7+2=—12
P(2)=18-8—-3-4—-7-2+42=120

5Man kann bei quadratischen Polynomen stattdessen auch die Losungsformel verwenden um die Nullstellen heraus-
zufinden.
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P(-2)=-18-8—-3-4+47-24+2=-140
Das Polynom besitzt also keine ganzzahligen Nullstellen. Um das Polynom trotzdem faktorisie-
ren zu konnen miissen wir die Methode zum Auffinden der Nullstellen auf die rationalen Zahlen

erweitern.

SATZ 3.3.6. Fir jede rationale Nullstelle x¢g = % (p,q € Z,99T (p,q) = 1) eines Polynoms

A" + Qp_ 12" 4+ agx? + a1x + ag dber Z gilt p | ag und q | ay,.’

BEwEIs. Es gilt:

-1 2
anxy + an_1xy " + ...+ agxy +aizo +ag =0

n n—1 2
S ay <p) + ap_1 <p> + ...+ ay (p) + a1 (p) +ag=0
q q q q

S anp" + an1p" g A A aep?d" 2 arpg" T 4 apg” =0

Wiirde p t ag gelten, dann folgt, dass pt apq™ da ggT (p,q) = 1 und weiters:

Pl and™ + an_1p" g+ ..+ a2p®¢" " + arpg" !

= pfapp” + an—1p" g+ .. +asp?q" + a1pg™ ! + apg”

<pt0
Dies ergibt einen Widerspruch. Also muss p | ap gelten.
Analoges gilt fiir ¢ und ay,:
Wiirde ¢ { a,, gelten, dann folgt:

q|an—1p"" g+ ... + a2p?q" % + a1pg" " + aoq”

= qtanp" + an—1p" g+ ... + a2p®q" " ? + a1pg™ "t + aoq”

<q10
Dies ergibt ebenfalls einen Widerspruch. Also gilt auch ¢ | ay,. |

Also kommen fiir unser Polynom noch folgende rationale Nullstellen in Frage:
141 42 41 41 42 41
+3,+35,+3,+5,+5, £5, 13-

()Y ) o)

18 -3 -7 2
0 9 3 -2
\18 6 —4 0

N

1
P(z) = <a: - 2) (182* + 6z — 4)
& (22 — 1) (92% + 3z — 2)
Fiir R(z) = 922 + 3z — 2 kommen noch folgende Nullstellen in Frage: :i:%, :I:%7 :I:é, :I:%

(ORIDRIOR

9 3 -2

6Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 155
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R(z) = (x - ;) (92 +6)
< P(r)=02x—1)Bzx—1)(3z+2)
3.3.3. Nullstellen von Polynomen iiber Q.
BEISPIEL 3.3.7. Sind die Koeffizienten aus Q wie zum Beispiel bei 323 — %mQ + %a: — % SO

miissen wir zuerst den Kehrwert des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner herausheben.
1
P(z) = G (182% — 312® + 15z — 2)

Der zweite Faktor ist dann ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und wir kénnen es wie
oben faktorisieren. Die moglichen Nullstellen sind: +1, £2, :i:%, :I:%, :I:%, j:%, :i:%, :I:%7 :I:ll—g.

1
P(l) = (18-31+15-2)=0
18 —31 15 -2

0 18 —13 2
1\18 ~13 2

P(z) = é(w—l) (182% — 13z + 2)
R(x) = 182 — 132 + 2
R(1) =18 —13+2=17

R(-1)=18+13+2=33
R(2)=18-4—-13-24+2=148

(B ) - n(2)

18 —13 2
0 9 -2
s -4 0

R(z) = (x - ;) (182 — 4)
1

P(z) = 6(1;— 1) (22 —1) (92 —2)

FEin weiteres Beispiel:

BEISPIEL 3.3.8. Man faktorisiere P(z) = 52® — 26—3302 - %x + 1. Wir heben wieder heraus:
1
P(z) = 6(30x3 — 232 — Tz + 6)

Fiir Nullstellen kommen folgende Werte fiir = in Frage:

1 43 41 42 41 42 13 46 4.1 41 3 1 2 1 . -
Zt17 :|:2, Zt37 :|:6, ii’ Zl:§7 :l:g, :l:g, Ztg, Zl:g7 :l:g, :l:g, :l:g, :l:TO’ :tTO’ :ET57 iﬁ? ZI:% Es glbt also 36 mog-
liche Werte fiir z. Alle 36 Werte direkt zu priifen ist daher ziemlich miithsam. Daher verwenden wir

hier den folgenden Satz:
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SATZ 3.3.9. Ist % (mitp,q € Z, q > 0 und ggT(p, q) = 1) eine rationale Nullstelle des Polynoms
P(x) = apa™ + ap_12" L + ... + a1x + ag dber Z, so ist fir jede ganze Zahl k, fiir die p — kq # 0
ist, der Wert P(k) durch p — kq teilbar.”

BEwEIs. Wir multiplizieren P(x) mit ¢™:
q"P(x) = an(qz)" + qan—1(qz)" " + ...+ ¢"ag
Setzt man qr = y so erhédlt man:
¢"P(x) = apy" + qan—1y" " + .. +q"a0 = Q(y)

Da nun % eine Nullstelle von P(x) sein sollte, ist die Zahl p Nullstelle von Q(y). Daraus folgt nach
Satz von Vieta:

Q) = (y —p)R(y)
wobei Q(y) und R(y) Polynome iiber Z sind. Daher muss

"P(k) _ Qkq)
p—kq p—kq R(kq)

eine ganze Zahl sein. Also gilt ¢" P(k) ist durch p— kq teilbar. Nun ist aber ¢" zu p— kq teilerfremd,

denn ware dies nicht der Fall so lieie sich
—k
p—ke _p_,
q q

kiirzen, was der Normiertheit von £ widerspréiche. Also ist P(k) durch p — kq teilbar. O

Fiir unser Beispiel P(z) = #(30z® — 2322 — 7z + 6) = $ R(x) gehen wir folgendermafen vor.
Wir berechnen zunéchst R(1) = 6. 1 ist also keine Nullstelle von R(z). Fiir jede mogliche
Nullstelle % gilt nun nach dem gerade bewiesenen Satz, dass R(1) = 6 durch p — ¢ teilbar sein
. : 5ol; . 1312 _123°6
muss. Es verbleiben nur noch folgende mogliche Nullstellen —1,4+2,3,+5,5,5,5, — 5,5, 5, 5~
Nun berechnen wir R(—1) = —40. Auch —1 ist keine Nullstelle von R(z). —40 muss al-

so durch p + ¢ teilbar sein. Noch einmal wird unsere Schar von mdglichen Lésungen kiirzer:

93 1312 13
) K 27271373 575"
R(—2) = —312. =312 ist durch p + 2q teilbar fiir: —3, %, %

R(—1%) = 0. Wir dividieren R(z) durch z + 3:
30 —-23 -7 6
0 -15 19 -6
~1]30 -38 12 0

R(z) = (z + %)(30x2 — 38z +12) = (22 + 1)(152% — 192 + 6)

Fiir Ry (z) = 1522 — 192+ 6 kommen nur die obigen Nullstellen in Frage, wobei man gegebenenfalls
noch Nullstellen streichen kann, die aufgrund der verdnderten Koeffizienten a,, und ag nicht in
Frage kommen.
Man priift nun noch die drei restlichen Mdglichkeiten Ry(—3) = T, R1(3) = 0, Ry(2) =0
und erhalt:
P(z) = é(Qx +1)(32 — 2) (52 — 3)

7Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 156
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3.3.4. Polynome ohne rationale Nullstellen. Besitzt ein Polynom iiber Q keine rationale

Nullstelle so kann es dennoch sein, dass das Polynom tiber Q reduzibel ist. Zum Beispiel hat
P(z) =a2* —2® + 322 + 8z + 14
keine rationale Nullstelle. Es ist aber trotzdem reduzibel, denn es gilt:
P(x) = (2* + 22+ 2)(z* - 32 +7)
Fiir das Auffinden benétigt man folgenden Satz:

SATz 3.3.10. Jedes Polynom tber Z, das tiber den rationalen Zahlen reduzibel ist, laft sich als

Produkt von Polynomen nidrigeren Grades mit ganzen Koeffizienten darstellen.®

Auf den Beweis des Satzes wird hier verzichtet. Zur Anwendung des Satzes bei der Suche nach

Faktoren eines Polynoms fogendes Beispiel:
BEISPIEL 3.3.11. Man zerlege das Polynom
P(z) =% —2® —a* + 2% — 322 + 50 — 2

in tiber Q irreduzible Faktoren.
Zunéchst suchen wir alle Nullstellen. Es kommen +1, +2 in Frage. P(1) =0

1 -1 -1 1 -3 5 -2
0 1 0 -1 0 -3 2
1\1 0 -1 0 -3 2

Pla)=(z—1)(z° —2% =32 +2) = (z - 1)Q(x)
Q(z) hat keine Nullstellen denn es gilt: Q(1) = —1, Q(—1) =5, Q(2) = 20, Q(—2) = —16.

Da der Grad von Q(x) gleich 5 ist muss Q(z) entweder tiber Q irreduzibel sein oder einen Faktor
vom Grad < 2 besitzen. Nehmen wir an Q(z) ist reduzibel. Da Q(x) keine Nullstellen hat muss
also ein Faktor den Grad 2 haben. Nach obigem Satz miissen die Koeffizienten der beiden Faktoren
ganzzahlig sein. Also lauten die beiden Faktoren Ry (z) = 2 +pz+q und Re(z) = 23 +az? +br +c.
Zur Bestimmung der Koeffizienten p und g verwendet man, dass fiir jede ganze Zahl m der Wert
Q(m) durch R;(m) teilbar ist.

Da Q(0) = 2 und Q(1) = —1 ist, kommen fiir R;(0) und R; (1) nur folgende Wertkombinationen

in Frage:

1) R1(0) =1 und R;(1) = 5) R1(0) =2 und Ry(1) =

2) R1(0) =1 und Ry(1 ):f 6) R1(0) =2 und Rl(l):fl

3) R1(0) = —1und Ry(1) = 7) R1(0) = —2und R;(1) =1
4) R1(0) = =1 und Ry(1) = -1 8) R1(0) = -2 und Ry(1) = -1

Wir untersuchen nun der Reihe nach die Kombinationen:

(1) R(0)=¢=1,Ri(1)=14p+g=1= p=—1. Nun dividieren wir:
—4x—|—4

(2 —2® —3x+2):(a? —z+1) =2+ 22 x—2—|— e

Also ergibt 1. keine Losung.

8Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 168
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(2) Ri(0)=¢g=1,Ri(1)=1+p+q=—1=p=—3. Wir dividieren:
44 — 16

5_ .3 2 3 2
—z° =3 2): -3 1) = 3 7 184+ ———
(2° —x r+2):(z r4+1)=a° 432" +Tx + i v———
Also ergibt auch 2. keine Losung.

3) RMi(0)=¢g=-1,Ri(1)=14p+g=1=p=1.
(2° —2® =30 +2): (2 +2z—-1) =2 -2 +2 -2
Pla)=(z—-1D)@*+z—-1)(z® -2 +2-2)
Da Q(x) keine rationalen Nullstellen hat, sind R;(z) und Ra(z) iiber Q irreduzibel.
Hétte auch nach Priifung aller acht Wertkombinationen keine passenden p und ¢ gefunden so
wére Q(z) liber den rationalen Zahlen irreduzibel gewesen. Wir haben also eine Methode gefunden
rationale Polynome in endlich vielen Schritten in {iber Q irreduzible Polynome zu zerlegen. Diese

Methode wird aber fiir Polynome hoheren Grades so aufwendig, dass man oftmals zu anderen

Methoden greifen muss.

3.3.5. Irrationale und komplexe Nullstellen. Fiir das Auffinden irrationaler und kom-
plexer Nullstellen gibt es keine universelle Methode die immer zum Ziel fithrt. Thre Bestimmung
ist nur von Fall zu Fall und meist nur ndherungsweise moglich.

Uber die Existenz von Nullstellen lassen sich jedoch folgende beiden Sitze beweisen.

SATZ 3.3.12. Fundamentalsatz der Algebra:
Ein Polynom n-ten Grades tber C besitzt genau n (nicht notwendig verschiedene) komplexe Null-

stellen.”
Der Beweis dieses Satzes wiirde mehrere Seiten fiillen und wird daher hier nicht angefiihrt.

Sarz 3.3.13. Jedes Polynom tber R mit ungeradem Grad besitzt mindestens eine reelle Null-
stelle. !0

Fiir den Beweis dieses Satzes bendtigt man den Fundamentalsatz der Algebra und den folgenden
Hilfssatz:
Ist eine echte komplexe Zahl z eine Nullstelle eines Polynoms P(x) dber R mit der Vielfachheit n

s0 ist auch die konjugiert komplexe Zahl Z eine Nullstelle mit Vielfachheit n.*!

BEWEIS. (des Hilfssatzes): Sei z = a + bi (a,b € R, b # 0) eine echte komplexe Nullstelle von
P(z) mit Vielfachheit n. Wir dividieren P(z) durch Q(z) = (z — 2)(x — 2) = 22 — 2ax + (a® + b?)
und erhalten da Q(x) vom Grad zwei ist:

P(z) =Q(z) - P'(z)+cx+d (¢c,d €R)
Dabei ist P’(z) ein Polynom iiber R.
Da P(z) = 0 und Q(z) = 0 sind gilt fiir z = z:
cz+d=0
=cla+bi)+d=0
= (ac+d)+bci =0
=ac+d=0Abc=0

9vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 183f
1ovgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 185
11Vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 184
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Da b # 0 ist, gilt ¢ = 0 und damit auch d = 0. Daher ist

P(x)=(z—2)(x —2) - P'()
woraus folgt das Z ebenfalls eine Nullstelle ist. In P’(z) ist z eine Nullstelle mit Vielfachheit n — 1.
Induktiv folgt, dass Z in P’(z) ebenfalls mit Vielfachheit n — 1 vorkommt. O

Nun koénnen wir auch den eigentlichen Satz beweisen:

BEWEIS. Sei P(z) ein Polynom iiber R vom Grad 2n+1. P(xz) besitzt nach dem Fundamental-
satz der Algebra genau 2n + 1 komplexe Nullstellen. Zu jeder echt kompexen Nullstelle muss nach
dem Hilfssatz die entsprechende konjugiert komplexe Nullstelle mit gleicher Vielfachheit auftreten.
Daher ist die Anzahl der echt komplexen Nullstellen gerade. Also muss P(z) mindestens eine reele
Nullstelle besitzen. ]

3.3.6. Finden von mehrfachen Nullstellen. Es gibt eine Methode um mehrfache Null-

stellen leichter zu finden. Dazu folgendes Beispiel:

BEISPIEL 3.3.14. Man faktorisiere P(z) = 2° + V3zt — 423 — 4322 + 42 + 4/3. Um hier

mehrfache Nullstellen herauszufinden leiten wir P(x) nach x ab:
P'(z) = ba* 4+ 4V/32° — 122% — 83z + 4

Nun bestimmen wir den grofiten gemeinsamen Teiler von P(z) und P/(z):

(m5 + \/§x4 — 4% — 4\/§x2 +4x + 4\/§> : (5:104 + 4\/3:103 —122% — 8\/3:10 + 4) =
T, V3 N — 5t (1323 + 12¢/32% — 262 — 24V/3)
5 25 5ad + 4323 — 1202 — 832 + 4
(5:# 4 4V32% — 1222 — 831 + 4) : (13x3 +12v/322 — 262 — 24\/5) =
5z 8V3 —50 (22 — 2)
13 169 1323 + 12V/322 — 262 — 243
(1327 + 12v32% — 260 - 24V3) : (& — 2) = 132 + 123

Der grofite gemeinsame Teiler von P(x) und P’(x) ist also #? — 2. Daher ist 22 — 2 ein Teiler von

P(z) und wir erhalten:
P(z) = 2° + V32* — 42® — 432 + 42 + 43 = (:c2 - 2) (:173 + V322 — 22 — 2\/5)

Nun ist aber 22 — 2 auch Teiler von z* + v/32? — 22 — 2v/3. Also gilt P(z) = (2 — 2)2 (z+V3) =
(@ = v2)" (z +v2)" (x + V3).

Offenbar enthélt der grofte gemeinsame Teiler von P(z) und P’(x) alle Faktoren die mehr als

einmal vorkommen.
SATz 3.3.15. Fiir das, als Produkt von paarweise teilerfremden irreduziblen Polynomen darge-
T

stellte, Polynom P(x) = c- HPZ(SL‘)O“ gilt, dass der grifite gemeinsame Teiler D(x) von P(x) und
i=1

-
seiner Ableitung in der Unbekannten x P'(x) gleich ¢ - HPi(a:)‘“_l ist. 12
i=1

12vgl. KAPLAN, Michael: Computeralgebra. Springer-Verlag. Berlin 2005. S. 230
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BEWEIs. Wir zeigen, dass P’'(z) alle irreduziblen Faktoren P;(x) genau mit der Vielfachheit
a; — 1 auftreten. Nach der Produktregel gilt:

<

Pla)y=c Y | (@) [[ P> | =c > | Pl) P> [ Pix)™

i=1 j=1,#i i=1 j=1,5#

Ple)=c-[[P@)> 'Y [ Pl) [ P
i=1 i=1 j=1,j#i

Damit ist P’(z) fiir alle i durch P;(z)*~! teilbar.

Wir miissen noch zeigen, dass jeder Faktor Py (x) mit 1 < k < rin S(z) = Z P!(x) H Pj(x)
i=1 J=1,4#i

nicht vorkommt. Fiir i # k gilt P/(z) [] Pj(x) ist durch Pi(z) teilbar, da es ein j # i gibt mit
J=1oj#
j = k. Fir i = k gilt aber P/(z) H Pj(z) ist nicht durch Py(x) teilbar da P;(x) fiir alle j # ¢

=1
zu Py, teilerfremd ist und P} (z) aufgrund des Grades und der Irreduzibilitét von Py (z) ebenfalls

zu Py (x) teilerfremd ist. Also ist S(z) nicht durch Py (z) teilbar. O

3.3.7. Irreduzibilitidt tiber Q und Z. Mit der Methode aus Kapitel 3.3.4 kann man fiir
jedes Polynom iiber Z und Q in endlicher Zeit bestimmen ob es iiber Q (und damit auch iiber Z)
irreduzibel ist oder nicht. Da eine solche Bestimmung mit wachsendem Grad sehr schnell unhandlich
und langwierig wird, empfiehlt sich oft eine Beniitzung von Irreduzibilitdtskriterien. Eines der

bekanntesten und am héufigsten beniitzte ist das folgende:

SATZ 3.3.16. Irreduzibilititskriterium von Fisenstein
Ein Polynom P(x) mit ganzzahligen Koeffizienten, dessen siamtliche Koeffizienten mit Ausnahme
des Leitkoeffizienten durch eine Primzahl p teilbar sind und dessen konstanter Term sich zwar

durch p nicht aber durch p? teilen ldsst, ist tber Q irreduzibel.'

BEWEIS. Wir nehmen an das Polynom P(z) = a,2" + a, 12"~ + ... + a2 + aq erfiillt die
Bedingungen des Kriteriums, ist aber iiber Q reduzibel. Dann 14t sich P(z) nach Satz 3.3.10 als
Produkt von Polynomen @Q(x) und R(z) iiber Z darstellen. Also ist

mit
Q(m) = bkl‘k + bkflxk_l 4+ ...+ b1z + by (bk #£0,0<k< n)
R(z) = art + o127+ ez + o (¢t £0,0<1l<n)
Dann gilt:

apg = boCo
a; = bocy + bico
as = bgcy + bicq + bacy

ar = bocg + brcg—1 + ... + breg

13\/g1. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 171
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ap = bkcl
Nach Voraussetzung ist ag = bgcy durch eine Primzahl p teilbar. Dann muss by oder ¢y durch p
teilbar sein. Da ag aber nicht durch p? teilbar ist, kénnen nicht beide durch p teilbar sein. Sei ohne
Beschrankung der Allgemeinheit p ein Teiler von by aber nicht von ¢g. Da aber a; = bger + bicg
nach Voraussetzung durch p teilbar ist muss auch b; durch p teilbar sein. Aus ay = bgco+bic1+bacg

schlieft man dhnlich auf die Teilbarkeit von by durch p usw. Schlieflich erhélt man aus
ap = bocg, + bick—1 + ... + breg
dass by durch p teilbar ist.
Da aber a,, = bxc; muss auch a,, durch p teilbar sein, was der Voraussetzung widerspricht. [

3.3.8. Irreduzibilitiat tiber R und C.

SATZ 3.3.17. Ein Polynom ist diber C genau dann irreduzibel, wenn es linear ist.**

Dieser Satz folgt direkt aus dem Fundamentalsatz der Algebra da sich jedes Polynom vom

Grad n > 2 als Produkt von n linearen Polynomen darstellen lésst.

Satz 3.3.18. FEin Polynom iiber R ist genau dann tber R irreduzibel, wenn es ein lineares

Polynom oder ein quadratisches Polynom mit negativer Diskriminante ist.'®

BEWEIS. Gébe es ein Polynom P(x) iiber R mit deg P > 2 und P(x) irreduzibel so besitzt sie
nach dem Fundamentalsatz der Algebra mindestens eine komplexe Nullstelle xg. g = a + bi kann
nicht reell sein, da sonst P(z) {iber R reduzibel wiire. Nach dem Hilfssatz aus 3.3.4 gilt, dass dann

auch Tg = a — bi Nullstelle von P(x) ist. Nach Satz von Vieta gilt dann:
P(z) = (z - 2)(z - 2)Q(z) = (¢? - 2az + (a® +°))Q(x)

2?2 —2az + (a? 4+ b?) und Q(z) sind Polynome iiber R und da deg ) = deg P — 2 ist, gilt deg @ > 0.

Damit ist das Polynom P(z) aber reduzibel, was zu einem Widerspruch fiihrt. ]

14vgl. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 184
15\/g1. OKUNJEW, L. J.: Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen. Berlin 61977. S. 185



KAPITEL 4

Anhang

4.1. Gruppe, Ring und Koérper!

4.1.1. Die Gruppe. Eine Gruppe (G, o) ist eine nichtleere Menge G mit einer Operation
o: G x G — @ die folgende Eigenschaften (Axiome) erfiillt:
(1) Ya,b € G:aobe G (Abgeschlossenheit)
(2) Va,b,c€ G:ao(boc)=(aob)oc (Assoziativitit)
(3) Es existiert ein »neutrales« Element: 3e € G:Va € G:eoca=ace=a
(4)

4) Zu jedem Gruppenelement existiert ein »inverses« Element: Va € G : Ja~' € G : aoa™! =

aloa=e
Gilt auferdem a o b = bo q fiir alle a,b € G, so heifit (G, o) eine kommutative (oder Abelsche)

Gruppe.

4.1.2. Der Ring. Ein Ring (R, ®, ®) ist eine Menge R mit zwei Operationen &/® : Rx R —

R sodass gilt:

(1) (R, ®) ist eine kommutative Gruppe.

(2) Ya,b € R:a®be R (Abgeschlossenheit)

(3) Assoziativitét: Va,b,ce R:a® (bOc¢) =(a®b) Oc.

(4) Distributivitét: Va,b,c € R,a®(b®c) = (a © b)®(a © ¢) und (a®b)Oc = (a © c)B(b © ¢).
@ und © stellen dabei im allgemeinen zwei beliebige Operationen dar. Meist nennt man @& »Ad-
dition« und ® »Multiplikation«, obwohl sie mit der bekannten Addition und Multiplikation der
reellen Zahlen nicht identisch sein miissen.
(R, ®,®) nennt man kommutativen Ring, wenn zusétzlich gilt, dass ® kommutativ ist. Existiert
dariiber hinaus noch ein neutrales Element beziiglich ® so heifit die Menge ein kommutativer Ring

mit » Einselement«.

4.1.3. Der Integritidtsbereich. Ein Integritétsbereich (R, ®,®) ist ein kommutativer Ring
mit Einselement der Nullteilerfrei ist. Das heifit: Va,b € R,a ©b=0= (a=0) V (b=0)

4.1.4. Der Korper. Ein Korper (K, ®,®) ist ein kommutativer Ring mit Einselement, wo-
bei auch alle inversen Elemente beziiglich ® existieren. Das heifit (K, ®) und (K \ {0},®) sind

kommutative Gruppen. Dabei ist 0 das neutrale Element beziiglich @ und heifst » Nullelement«.

1Eine ausfiihrlichere Behandlung findet man in: VAN DER WAERDEN, B. L.: Algebra I. Springer-Verlag. Berlin
91993.
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