Minusregeln:
Minus * Minus = Plus
Minus * Plus = Minus

Bruchregeln:

Bruch * Bruch =

Bruch : Bruch =

Bruch + Bruch :

Potenzregeln:

a) a.n .ak — an+k
a" _
) =

C) (an)k = an~k

d) (a-b)" = a™b"
e) (Ejn —i
b) b"

Binomische Formeln:

GURTNER-FORMELSAMMLUNG 1

Minus und Minus = viel Minus
Minus und Plus = Differenz bilden + VVorzeichen des Starkeren

Zahlerl* Zahler2
Nennerl* Nenner2

Bruch * Kehrwert
(Doppelbruch: AuBen * AulRen durch Innen * Innen)

schnelle Regel (wenn Nenner teilerfremd sind):

links oben mal rechts unten plus rechts oben mal links unten
unten mal unten

Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man die
Exponenten addiert (und als Exponent zur Basis a anschreibt)

Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem man die

Exponenten subtrahiert (und als Exponent zur Basis a anschreibt)

Potenzen werden potenziert, indem die Exponenten multipliziert
werden (...)

Vorsicht: a* = a(32) =a® und (a?’)2 =3%% =3°

Vorsicht: (a + b)? = a2 + 2ab + b2

(a+b)2=a2+ 2ab + b?
(a—Db)2=az—2ab + b?
(@a+b)-(a—b)=az-b?

Lineare Gleichungen: Sortieren: x nach links und Zahlen rechts (gleich zu gleich...)

Quadratische Gleichungen

Kleine Lésungsformel

Zuerst dividieren durch Koeffizient

von x2!
X2+px+q=0

2
N
Xl,Z 2_ (2) q

GroRe Losungsformel: | Satze von Vieta:

ax2+bx+c=0 X1+ X2 =P
_ —bxvb®-dac X1 *X2=(

L2 2a (X —X1)-(X —X2) = X2+ px + q

Gleichungen héheren Grades:
e LOsung durch Probieren suchen (Teiler des konstanten Gliedes)
e Polynomdivision durch (x-Ldsung) oder Hornerschema liefern Polynom Kleineren

Grades...
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GURTNER-FORMELSAMMLUNG 2

Funktionen: Nullstelle: y = 0 setzen und Gleichung I6sen
Fixwert: y = x setzen und Gleichung l6sen
Umkehrfunktion: x und y tauschen und umrechnen nach y

Lineare Funktion: y=kx +d

X...unabhéngige Variable (Zeit, Menge) y...abhédngige Variable (Kosten, Wegstrecke)

k...Steigung, Kosten pro Einheit d...senkrechter Abstand vom Ursprung, Fixkosten...
k>0 steigend k<O fallend d=0 direkt proportional (homogen)
k=22"%
X, =X
Vektorrechnung:

1) Spitze minus Schaft — Regel: AB=B-A
2) PVP —Regel: A+ AB =B

~ — 6 3
3) parallele (verlangerte) Vektoren: v=k*w z.B.: doppelter Vektor: (2) = 2*(J

- a
4) Lé&nge eines Vektors = Vektorbetrag: | v | =] (b] | = Va2 +Db?

5) rechtwinkeliges Kippen = Koordinaten tauschen und eine Koordinate VVorzeichen wechseln

-~ (5 1 (-1 ~r (1
a= {1] aI :( . j (oben Vorzeichen andern) a = ( SJ (unten Vorzeichen &ndern)
6) Winkel zwischen Vektoren (nur fir M3):

r
g} ° [Sj =p-r+q-s (mal-plus—mal)

Wenn das skalare Produkt von Vektoren Null ist, stehen die Vektoren aufeinander
rechtwinkelig !

Skalares Produkt von Vektoren: aob = (

- - aoC
Winkel ¢ zwischen a und c: Cos ¢ = H ~
7) Mittelpunkt von A und B: Mag= A+B (=A+ %)
—L SN
8) Hohen: has:X=C+t- AB hec: X=A+s- BC

— L _
9) Streckensymmetralen:  sag: X=Mag +t- AB Sgc: X=Mpgc+s- BC "

Trigonometrie:

SlN((P) = M COS((P) = w TAN((p) — G696nkathde — Sm((p)

Hypotenuse Hypotenuse Ankathete cos(p)

sin2(¢) + cos?(¢) = 1 sin(180—g) =sin(p)  cos(360—¢) = cos() tan(180 + @) = tan(¢)
cos(¢) = sin(90-o) sin 2¢ = 2 sin ¢- CoS @ COS 2 = €0S% @ — SiN? @

Sinus-Funktion: y= A-sin(f'x) 1

X

senkrecht: A ist die Amplitude (grin A=1, orange A=1/2) T =
waagrecht: f ist die Frequenz (griin f = 1, orange f=2) g/j‘ \/
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SINUSSATZ: & __ b _ ¢

sinag sing  siny

FLACHE eines Dreiecks: A:w

=2R COSINUSSATZE:

c2=a?+ b2 - 2ab-cos y

a2=h2+ c2—2bc-cos a

b? = a2 + ¢2 — 2ac-cos

6 Ebene Figuren e

A ... Flacheninhalt
u ... Umfang
Dreieck
U=a+b+c

Allgemeines Dreiack

~a-h, b-h, c-h
o2 2 T2

C

A

Heran'sche Flachanformel

A=Js 5-a - E-B -0 mils=¥
Ahnlichkeit und Strahlensatz
a_»b_c
a, b, ¢ B
4,
& &
. I
CI
Viereck
Cuadrat 2
A =g a a
Uu=4d-3
a2

Raute (Rhombus)

A=a-hn=eT'f .,

U=4-a

Rechtwinkeliges Dreieck
mit Hypotenuse ¢ und Katheten a, b

Satz des Pythagoras

&+ bF ="

Gleichseitiges Dreieck

Rechteck
A=a-b bl b
U=2-a+2-b

Parallelogramm
A=a-h,=b-h, b
U=2-a+2-hb
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Trapez
_la+a-h

A= 2
U=a+b+c+d

Kreis

me

A=m-ri=

U=2-m-r=mn-d

T KoMDY

1. Wolumen

O ... Inhalt der Oberflache
G ... Inhalt der Grundflache
Prisma

V=G-h

M=ug-h

0=2-G+M

Quader
V=a b
O=2-a-b+a-c+b-c) % socea- -

Pyramide

_G-h
V= 3

O=0G+M

Kugel

=4,
V=3

O=4.m-r

me-rd

N’

DCreltoid a a
_e

A= 2

U==2-a+2b i, 2]

Kreisbogen und Kreissektor
& im Gradmaf (%)

b=m-r- mﬂﬂ

e B _b-r
A=m-re SEDQ_—

M ... Inhalt der Mantelflache
U ... Umfang der Grundfiache

Drehzylinder

V=m-rt-h
M=2-m-rh
O=2-m-r*4+2-m-r-h

Wiirfel

V=g

O=6-5°

[*4]
-.____
I

o

Drehkegel

'u’_%nr

M=mn-r-5
O=mr<+m-r-5

S=Ah+r%
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Finanzmathematik:

Kn — KO . (1+p/100)n — KO . qn Kapitalverzinsungsformel

Kn ... Endwert des Kapitals nach n Jahren
Ko ... Anfangswert des Kapitals

p ... Zinssatz
g ... Zinsfaktor
q"-1 R q"-1
E=RQ gq-1 RENTENREIHENFORMELN | 4" d-1
E ... Endwert der vorschissigen Rentenreihe B ... Barwert der nachschissigen Rentenreihe

R ... Rente (regelmalige Zahlung)

Exponentielles Wachstum:

N(t) = No-a'
N(t) ... Anzahl nach der Zeit t
No ... Anfangswert

a ... Wachstumsfaktor

Logarithmengesetze:
log (at) =t-log(a) log(a-b) =log(a) +log(b) log( %) =log(a) - log(b)

AnderungsmafRe

Fir eine auf einem Intervall [a; b] definierte reelle Funktion f gilt:
e Absolute Anderung von fin [a; b]: f(b) — f(a)

 Relative (prozentuelle) Anderung von f in [a; b]: f)-f(@)

@ mit f(a) #0
o Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) von f in [a; b] bzw. [x; x + Ax]:
fb)-f(a) fx+Ax)—f(x)

oder —————— mit b#a bzw. AX#0
b—a Ax

Differenzialrechnung

Differenzialquotient (lokale bzw. ,momentane“ Anderungsrate) von f an der Stelle x

f(x) = lim w bzw. f(x) = |imw
Xy =X 1 A0

=> = Steigung (Anstieg) der Kurve ( = k)
Ableitungsregeln:

f(x) | k*x" sinx |cosx |e* |Inx

°(x) | k*n*x"! cos X |-sinx |e* |1/x

Summenregel: f(x) =5x2+4x+3 > f’(x)=52-x+4
Produktregel: (f-g)’=f"-g+fg’
I 1 1
Quotientenregel: (i] = M
g g
Kettenregel: f(z)’=f’(z) -z’ z.B.: [(x2X)°] > = 5-(x2—x)* (2x=1)
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Kurvendiskussion:

Funktion y = f(x) fur Punkte (y—Koordinate)
1.Ableitung y’=f’(x) fiir Steigungen (K)
2.Ableitung y’’=f’(x) fiir Kriimmungen

Nullstellen: y=0setzen > xn = N(xn|0)
Extremstellen: y’= 0 setzen 2> Xe 2 Ye=f(Xxe) > E(Xe|Yeg)
D\
TIEFPUNKT wenn y*’ > 0 (Schiissel) &~

HOCHPUNKT wenn y’’e < 0 (verkehrte SchUsseI)@
Wendepunkte: y”’ =0setzen =2 Xw 2 Yw=f(Xw) 2> W(HXw]|yw)

Wendetangente: k=yw=1f"(xw)
d = yw — K-Xw tw: y=k-x+d
Symmetrie bezuglich der y-Achse.......... wenn die Funktion gerade ist (nur gerade Potenzen)

Symmetrie bezuglich des Ursprungs.......wenn die Funktion ungerade ist (nur ungerade Potenzen)

Umagekehrte Kurvendiskussion:

Ansatz einer Funktion dritten Grades: f(x) =a-x®+ b-x2+ c-x +d
Nullstellen, Punkte, Sonderpunkte mit (x|y) = in f(x) =y einsetzen
Extremstellen mit gegebenem x = in f’(x) =0 einsetzen
Wendepunkte mit gegebenem x = in f’’(x) =0 einsetzen
Steigungen k an der Stelle x - in f’(x) =k einsetzen

,beriihren® — heif3t: ,,gleiche Steigung wie*

,,symmetrisch® — nur gerade Potenzen von x sind nétig

Wegstrecke—Geschwindigkeit—Beschleunigung

o A Wegstreckendi
MITTLERE Geschwindigkeit v =5 = Zegreckendljjerens
At Zeitdif ferenz

Av Geschwindigkeitsdif ferenz

MITTLERE Beschleunigung a=— =

At Zeitdif ferenz
Wegstreckenfunktion s(t)  (meist in m) mitt ... Zeit (meist in s)
MOMENTANE Geschwindigkeitsfunktion v(t)=s‘(t)  (inm/s)
MOMENTANE Beschleunigungsfunktion a(t)=v'(t)=s“(t) (inm/s?

Kosten- Gewinnfunktion

Die quadratische Kostenfunktion heiRRe K(x) = x2 + 20x + 200

dann ist die Kosten-pro-Stiick-Funktion K(x) = KX _ X+ 20 +200
X X
. : : N 200
Die Ableitung dieser Funktion ist: [K'(x) =1— o

Das Betriebsoptimum erh&lt man aus dem Nullsetzen dieser Funktion: 0 = 1—2—020 > Xopt
X

Die langfristige Preisuntergrenze (LPU) = Minimum der Stiickkosten: R(xopt) =LPU

Die Erlosfunktion ergibt sich aus dem Produkt von Preis und Stlickzahl: E(x) = p(x)-x
Die Gewinnfunktion ergibt sich aus dem Erl6s E(x) minus Kosten K(x): G(x) = E(x) — K(x)
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Das Maximum des Gewinns erhalt man durch Ableiten und Nullsetzen der Gewinnfunktion:
G’(x) =0 =» Xcmax = G(Xcmax) ist Gewinnmaximum

Die Gewinngrenzen (BEP und obere GG) erhélt man durch Nullsetzen der Gewinnfunktion:
G(x) =0 =>» xy = BEP und xo = obere GG

Statistik

Urdaten x; kann man in Strichlisten und in einem Stengel-Blatt-Diagramm ordnen
Histogramm (Staffelbild) ergibt sich aus der Tabelle der x; und nj — Werte der geordneten
Urdaten, wobei X; die Daten und n;j die absoluten Haufigkeiten sind.
Nach einer Klasseneinteilung gibt es Klassen (0-10, 10-20,...)

und deren Klassenmitten xi (5, 15, ...) sowie die Anzahl der Daten je Klasse: n;
Modus: Oftester Wert der Liste

Werte fur Ordinal- und metrische Skalen:
Minimum: kleinster Wert der Daten
Maximum: gréRter Wert der Daten
Spannweite: Maximum-Minimum
Median (Zentralwert) : Wert in der Mitte der Liste (bzw. Mittelwert der beiden Werte in der
Mitte)
1.Quartil: Nach Teilung der Liste in 2 Teile (ohne Median, wenn real existent) — Wert in der
Mitte der linken Liste
3. Quartil: Nach Teilung der Liste in 2 Teile (ochne Median, wenn real existent) — Wert in der
Mitte der rechten Liste

BOX-PLOT: Grafische Darstellung von Minimum-1.Quartil-Median-3.Quartil-Maximum

— I —

G00 200 1000 1200 1400 1600 1200 2000 200 2400

Werte fiir metrische Skalen:

. . . . -1 X
Mittelwert (arithmetisches Mittel): x =—=-(X2+ X,2+ X2 +...+ X,2) = —
n n
—\2
Standardabweichung: or=t. [(xl —xf g =xf 4 (x, _)'()2]: M oder
n n
2
o2 =L ) n e 2]-X = X
n n

(Mittelwert der Quadrate minus Quadrat des Mittelwerts)

o =+Jo? = Standardabweichung
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REGRESSIONS (Ausgleichs-, Trend) — Gerade: ==> Trendgerade: y=k-x +d

=X vy
Mittelwert von x: n Mittelwert von y: n
VARIANZ von X VARIANZ von Y KOVARIANZ von XY
z(x2) - 2(yd) - Z(X-Y) o\ o
w2 =20y =20y o =200 (9.3
Steigung der Regressionsgeraden: Abstand der Regressionsgeraden auf
o, _ Kovarianz der B B
- 0.2 Varianz von Xx —v—k.
k= T y-Achse: d y k-x
Oxy

R S—
R 2, 2
Korrelation: VOxx = Ovy

[0,5; 1] positiv: je mehr desto mehr
[-0,5; 0,5] wenig Erklarung
[-1; -0,5] negativ: je mehr desto weniger

BestimmheitsmaR (GUTE): r2 (in Prozent angeben, unter 50% ist es mies)

Integralrechnung:

f(x) =k F(x) =k-x+C
n+l

f(x) =X " (n=1) X

n+1

1

f(x)—;:x Fx)=In|x|+C
f(x) = sin x F(xX)=—cosx+C
f(x) = cos x F(x)=sinx+C
f(x) = e~ F(x) = e~

Konstante mal Regel [k-f(x)dx = k-[f(x) dx

Summenregel  [(f(x) + g(x))dx = [f(x)dx + Jg(x)dx

b
Flache unter der Funktion f(x) zwischen a und b: |j f(x)-dx | — wenn keine Nullstelle dazwischen ist

a

Flache zwischen zwei Funktionen f(x) und g(x) zwischen den Schnittpunkten x=a und x=b:
b

[(f () -9(x))-dx

a

Volumen: V =z I f(x)?-dx
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Wahrscheinlichkeit:

_ Anzahlvon A _ glnstig
AnzahlvonQ  maoglich

W (A)

W(AUB)=W(A)+W(B)—W(ANB) (Additionssatz)

PFADREGEL: Langs eines Pfades von der ,Wurzel“ des ,Baums* zu den ,Blattern“ (die hier unten statt
oben sind) muss man die Wahrscheinlichkeiten multiplizieren!
BLATTREGEL: Die Wahrscheinlichkeiten der Blatter werden addiert!

KOMBINATORIK

Die Anzahl der Platzvertauschungen (Permutationen) ist bei n Personen und n Platzen:
P(n,n) = n-(n-1)-(n-2)-(n-3)-...-2-1= n! (n-Faktorielle oder n-Fakultét)

Die Anzahl der Platzvertauschungen (Variationen) ist bei n Personen und k Platzen:

n!
P(n,k) = n-(n-1)-(n-2)-(n-3)-...-(n-k+1) =——
(n—k)!
Die Anzahl der Teams (Kombinationen) mit k Personen, die man aus n Personen bilden kann, sind:
n n! P(n,k) _ .
K(n,k) = = = => ist auch: Vertauschung n Buchstaben mit k ,A“s und n-k ,,B“s
k)" (n—-Kk)k! Kl

Die Anzahl der Anordnungen von n Ziffern auf k Stellen (Permutationen mit Wiederholung), wobei die
Ziffern beliebig wiederholt werden kénnen, ist Pw(n,k) = nk

Die Binomialverteilung:

Die Wahrscheinlichkeit fir k ,,Kopfe* bei einem Minzwurf mit n Miinzen und der
Wahrscheinlichkeit (Klein) p fiir ,,Kopf bei einem einzelnen Miinzwurf  ist:

n
P(X =k) = {k} p“-(@1-p)"™*| Der Erwartungswert dieser Verteilung ist 1 = n-p.

Die Standardabweichung istc = \/n- p-(1- p)

Die Normalverteilung lasst sich ungefahr (auf 1% genau) folgendermaRen zeichnen:
(Wahrscheinlichkeiten sind als Fl&chen sichtbar)

L
&!lllllll

FE LR BB EE

Y
th
*

u—-20 U—o V) pt+o ut+2oc
u-2,5¢ u-1,5¢ u-0,5¢ u+0,5¢ ut+l,5c u+2,5¢
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Normalverteilung

z |®(=2)|P(z)|D(z) z |®(-z)|P(z) |D(z) z |®(2z)|®(z)|D(z)
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0,01 | 4960 | 5040 | 0080 0,51 | 3050 | 6950 | 3899 1,01 | 1562 | 8438 | 6875
0,02 | 4920 | 5080 | 0160 0,52 | 3015 | 6985 | 3969 1,02 | 1539 | 8461 | 6923
0,03 | 4880 | 5120 | 0239 0,53 | 2981 | 7019 | 4039 1,03 | 1515 | 8485 | 6970
0,04 | 4840 | 5160 | 0319 0,54 | 2946 | 7054 | 4108 1,04 | 1492 | 8508 | 7017
0,05 | 4801 | 5199 | 0399 0,55 | 2912 | 7088 | 4177 1,05 | 1469 | 8531 | 7063
0,06 | 4761 | 5239 | 0478 0,56 | 2877 | 7123 | 4245 1,06 | 1446 | 8554 | 7109
0,07 | 4721 | 5279 | 0558 0,57 | 2843 | 7157 | 4313 1,07 | 1423 | 8577 | 7154
0,08 [ 4681 | 5319 | 0638 0,58 | 2810 | 7190 | 4381 1,08 | 1401 | 8599 | 7199
0,09 | 4641 | 5359 | 0717 0,59 | 2776 | 7224 | 4448 1,09 | 1379 | 8621 | 7243
0,10 [ 4602 | 5398 | 0797 0,60 | 2743 | 7257 | 4515 1,10 | 1357 | 8643 | 7287
0,11 | 4562 | 5438 | 0876 0,61 | 2709 | 7291 | 4581 1,11 | 1335 | 8665 | 7330
0,12 | 4522 | 5478 | 0955 0,62 | 2676 | 7324 | 4647 1,12 | 1314 | 8686 | 7373
0,13 | 4483 [ 5517 | 1034 0,63 | 2643 | 7357 | 4713 1,13 | 1292 | 8708 | 7415
0,14 | 4443 | 5557 | 1113 0,64 | 2611 | 7389 | 4778 1,14 | 1271 | 8729 | 7457
0,15 | 4404 | 5596 | 1192 0,65 | 2578 | 7422 | 4843 1,15 | 1251 | 8749 | 7499
0,16 | 4364 | 5636 | 1271 0,66 | 2546 | 7454 | 4907 1,16 | 1230 | 8770 | 7540
0,17 | 4325 | 5675 | 1350 0,67 | 2514 | 7486 | 4971 1,17 | 1210 | 8790 | 7580
0,18 | 4286 | 5714 | 1428 0,68 | 2483 | 7517 | 5035 1,18 | 1190 | 8810 | 7620
0,19 | 4247 | 5753 | 1507 0,69 | 2451 | 7549 | 5098 1,19 [ 1170 | 8830 | 7660
0,20 | 4207 | 5793 | 1585 0,70 | 2420 | 7580 | 5161 1,20 | 1151 | 8849 | 7699
0,21 | 4168 | 5832 | 1663 0,71 | 2389 | 7611 | 5223 1,21 | 1131 | 8869 | 7737
0,22 | 4129 | 5871 | 1741 0,72 | 2358 | 7642 | 5285 1,22 | 1112 | 8888 | 7775
0,23 | 4090 | 5910 | 1819 0,73 | 2327 | 7673 | 5346 1,23 | 1093 | 8907 | 7813
0,24 | 4052 | 5948 | 1897 0,74 | 2296 | 7704 | 5407 1,24 | 1075 | 8925 | 7850
0,25 | 4013 [ 5987 | 1974 0,75 | 2266 | 7734 | 5467 1,25 | 1056 | 8944 | 7887
0,26 | 3974 | 6026 | 2051 0,76 | 2236 | 7764 | 5527 1,26 | 1038 | 8962 | 7923
0,27 | 3936 | 6064 | 2128 0,77 | 2206 | 7794 | 5587 1,27 | 1020 | 8980 | 7959-
0,28 | 3897 | 6103 | 2205 0,78 | 2177 | 7823 | 5646 1,28 | 1003 | 8997 | 7995
0,29 | 3859 | 6141 | 2282 0,79 | 2148 | 7852 | 5705 1,29 | 0985 | 9015 | 8029
0,30 | 3821 | 6179 | 2358 0,80 | 2119 | 7881 | 5763 1,30 | 0968 | 9032 | 8064
0,31 | 3783 | 6217 | 2434 0,81 | 2090 | 7910 | 5821 1,31 | 0951 | 9049 | 8098
0,32 | 3745 | 6255 | 2510 0,82 | 2061 | 7939 | 5878 1,32 | 0934 | 9066 | 8132
0,33 | 3707 | 6293 | 2586 -0,83 | 2033 | 7967 | 5935 1,33 | 0918 | 9082 | 8165
0,34 | 3669 | 6331 | 2661 0,84 | 2005 [ 7995 | 5991 1,34 | 0901 | 9099 | 8198
0,35 | 3632 | 6368 | 2737 0,85 | 1977 | 8023 | 6047 1,35 | 0885 | 9115 | 8230
0,36 | 3594 | 6406 | 2812 0,86 | 1949 | 8051 | 6102 1,36 | 0869 | 9131 | 8262
0,37 | 3557 | 6443 | 2886 0,87 | 1922 | 8078 | 6157 1,37 | 0853 | 9147 | 8293
0,38 | 3520 | 6480 | 2961 0,88 | 1894 | 8106 | 6211 1,38 | 0838 | 9162 | 8324
0,39 | 3483 | 6517 | 3035 0,89 | 1867 | 8133 | 6265 1,39 | 0823 | 9177 | 8355
0,40 | 3446 | 6554 | 3108 0,90 | 1841 | 8159 | 6319 1,40 | 0808 | 9192 | 8385
0,41 | 3409 | 6591 | 3182 0,91 | 1814 | 8186 | 6372 1,41 | 0793 | 9207 | 8415
0,42 | 3372 | 6628 | 3255 0,92 | 1788 | 8212 | 6424 1,42 | 0778 | 9222 | 8444
0,43 | 3336 | 6664 | 3328 0,93 | 1762 | 8238 | 6476 1,43 | 0764 | 9236 | 8473
0,44 | 3300 | 6700 | 3401 0,94 | 1736 | 8264 | 6528 1,44 | 0749 | 9251 | 8501
o 45 | 3264 | 6736 | 3473 0,95 | 1711 | 8289 | 6579 1,45 | 0735 | 9265 | 8529
0,46 | 3228 | 6772 | 3545 0,96 | 1685 | 8315 | 6629 1,46 | 0721 | 9279 | 8557
0,47 | 3192 | 6808 | 3616 0,97 | 1660 | 8340 | 6680 1,47 | 0708 | 9292 | 8584
0,48 | 3156 | 6844 | 3688 0,98 | 1635 | 8365 | 6729 1,48 | 0694 | 9306 | 8611
0,49 | 3121 | 6879 | 3759 0,99 | 1611 | 8389 | 6778 1,49 | 0681 | 9319 | 8638
o 50 | 3085 [ 6915 | 3829 1,00 | 1587 | 8413 | 6827 1,50 | 0668 | 9332 | 8664

Normalverteilung
7z |P(-z)| P(z) | D(2) z |®(2)|P(z)|D(z) z |®(2)|P(2)|D(2)
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0655 | 9345 | 8690 2,01 | 0222 | 9778 | 9556 2,51 | 0060 | 9940 | 9879

0643 | 9357 | 8715 2,02 | 0217 | 9783 | 9566 2,52 1 0059 | 9941 | 9883

00630 | 9370 | 8740 2,03 | 0212 | 9788 | 9576 2,53 | 0057 | 9943 | 9886

0618 | 9382 | 8764 2,04 | 0207 | 9793 | 9586 2,54 | 0055 | 9945 | 9889

06006 | 9394 | 8789 2,05 | 0202 | 9798 | 9596 2,55 | 0054 | 9946 | 9892

0594 | 9406 | 8812 2,06 | 0197 | 9803 [ 9606 2,56 | 0052 [ 9948 | 9895

0582 | 9418 | 8836 2,07 | 0192 | 9808 [ 9615 2,57 | 0051 [ 9949 | 9898

0571 | 9429 | 8859 2,08 | 0188 | 9812 | 9625 M,mw 0049 | 9951 | 9901

0559 | 9441 | 8882 2,09 | 0183 | 9817 | 9634 2,59 | 0048 | 9952 | 9904

0548 | 9452 | 8904 2,10 | 0179 | 9821 | 9643 2,60 | 0047 | 9953 | 9907

0537 | 9463 | 8926 2,11 | 0174 | 9826 | 9651 2,61 | 0045 | 9955 | 9909

0526 | 9474 | 8948 2,12 | 0170 | 9830 | 9660 2,62 | 0044 | 9956 | 9912

0516 | 9484 | 8969 2,13 | 0166 | 9834 | 9668 2,63 | 0043 | 9957 | 9915

0505 | 9495 | 8990 2,14 | 0162 | 9838 | 9676 2,64 | 0041 | 9959 | 9917

0495 | 9505 | 9011 2,15 | 0158 | 9842 | 9684 2,65 | 0040 | 9960 | 9920

0485 | 9515 | 9031 2,16 | 0154 | 9846 | 9692 2,66 | 0039 | 9961 | 9922

0475 | 9525 | 9051 2,17 | 0150 | 9850 [ 9700 2,67 | 0038 | 9962 | 9924

0465 | 9535 | 9070 2,18 | 0146 | 9854 | 9707 2,68 | 0037 | 9963 | 9926

0455 | 9545 | 9090 2,19 | 0143 | 9857 | 9715 2,69 | 0036 | 9964 | 9929

1,70 | 0446 | 9554 | 9109 2,20 | 0139 | 9861 | 9722 2,70 | 0035 | 9965 | 9931
1,71 | 0436 | 9564 | 9127 2,21 | 0136 | 9864 | 9729 2,71 | 0034 | 9966 | 9933
1,72 | 0427 | 9573 | 9146 2,22 | 0132 | 9868 | 9736 2,72 | 0033 | 9967 | 9935
1,73 | 0418 | 9582 | 9164 2,23 | 0129 | 9871 | 9743 2,73 | 0032 | 9968 | 9937
1,74 | 0409 | 9591 | 9181 2,24 | 0125 | 9875 | 9749 2,74 | 0031 | 9969 | 9939
1 d 0401 | 9599 | 9199 2,25 | 0122 | 9878 | 9756 2,75 | 0030 [ 9970 | 9940
1,76 | 0392 | 9608 | 9216 2,26 | 0119 | 9881 | 9762 2,76 | 0029 | 9971 | 9942
1,77 | 0384 | 9616 | 9233 2,27 | 0116 | 9884 | 9768 2,77 | 0028 | 9972 | 9944
1,78 | 0375 | 9625 | 9249 2,28 | 0113 | 9887 | 9774 2,78 | 0027 | 9973 | 9946
1,79 | 0367 | 9633 | 9265 2,29 | 0110 | 9890 | 9780 2,79 | 0026 | 9974 | 9947
1,80 | 0359 | 9641 | 9281 2,30 | 0107 | 9893 | 9786 2,80 | 0026 | 9974 | 9949
1,81 | 0351 | 9649 | 9297 2,31 | 0104 | 9896 | 9791 2,81 [ 0025 | 9975 | 9950
1,82 | 0344 | 9656 | 9312 2,32 | 0102 | 9898 | 9797 2,82 | 0024 | 9976 | 9952
1,83 | 0336 | 9664 | 9328 2,33 | 0099 | 9901 | 9802 2,83 | 0023 [ 9977 | 9953
1,84 | 0329 | 9671 | 9342 2,34 | 0096 | 9904 | 9807 2,84 | 0023 | 9977 | 9955
1,85 | 0322 | 9678 | 9357 2, 35 | 0094 | 9906 | 9812 2,85 | 0022 | 9978 | 9956
1,86 | 0314 | 9686 | 9371 2,36 | 0091 | 9909 | 9817 2,86 | 0021 | 9979 | 9958
1,87 | 0307 | 9693 | 9385 2,37 | 0089 | 9911 | 9822 2,87 | 0021 | 9979 | 9959
1,88 | 0301 | 9699 | 9399 2,38 | 0087 | 9913 | 9827 2,88 | 0020 | 9980 | 9960
1,89 | 0294 | 9706 | 9412 2,39 | 0084 | 9916 | 9832 2,89 | 0019 | 9981 | 9961
1,90 | 0287 | 9713 | 9426 2 po 0082 | 9918 | 9836 2, 90 | 0019 | 9981 | 9963
1,91 | 0281 | 9719 | 9439 2,41 | 0080 | 9920 | 9840 2,91 | 0018 | 9982 | 9964
1,92 | 0274 | 9726 | 9451 2,42 | 0078 | 9922 | 9845 2,92 | 0018 | 9982 | 9965
1,93 | 0268 | 9732 | 9464 2, 43 | 0075 | 9925 | 9849 2,93 | 0017 | 9983 | 9966
1 E 0262 | 9738 | 9476 2 ﬁ 0073 | 9927 | 9853 2,94 | 0016 | 9984 | 9967
_.cm 0256 | 9744 | 9488 N,Am 0071 | 9929 | 9857 2 @m 0016 | 9984 | 9968
1,96 | 0250 | 9750 | 9500 2,46 | 0069 | 9931 | 9861 2,96 | 0015 | 9985 | 9969
1,97 | 0244 | 9756 | 9512 2,47 | 0068 | 9932 | 9865 2,97 | 0015 | 9985 | 9970
1,98 | 0239 | 9761 | 9523 2,48 | 0066 | 9934 | 9869 2,98 | 0014 | 9986 | 9971
1,99 | 0233 | 9767 | 9534 2,49 | 0064 | 9936 | 9872 2,99 | 0014 | 9986 | 9972
2,00 | 0228 | 9772 | 9545 2,50 | 0062 | 9938 | 9876 =3 | =0 =1]|=~1
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GURTNER-FORMELSAMMLUNG 11

Standardisierungsformeln:

P(X <a) = (="
P(X=a)=1- (=
P(a <X <h) = (=) - p(=5)

Umkehraufgabe symmetrisches Intervall: P(p—z-6 <X <p+z0)=D(z)

Schatzbereich unf Konfidenzintervall

Der y—Schiatzbereich fiir den relativen Anteil h ist

_ .. |pQ-p) | . |p(1-p) : _ 1ty
[p z/ . ,p+z/ —2] mit d(z) = =

Das y—Konfidenzintervall fir den Anteil p ist

[h—z

iCl) ; h+z —h'(l_h)] mit (I)(z):ﬂ

n n 2
Fur das Konfidenzintervall mity = | 90% 95% | 99%
Ist z=]1,645 | 196 |2,58
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GURTNER-FORMELSAMMLUNG 12
Matrizen (M3 und WU)

werden mit Grobuchstaben A,B,... oder in der Form (ajj), (bjj),... bezeichnet.

A:(‘Cl Z) bedeutet, dass ai1 =a, ai2=Db, a1 =c¢, az2=d (Der erste Index zeigt die Zeile an,

der zweite Index die Spalte)

Einheitsmatrix ist eine Matrix in der Hauptdiagonale lauter Einser, sonst lauter Nullen, z.B:

G V)

Transponieren heift, die Zeilen in Spalten umwandeln A:(i Z) > AT= (Z Cci)

Addieren, Subtrahieren und mit einer reellen Zahl multiplizieren wird elementweise
gemacht:

(¢ @+ W)=y atn) o € rs=Co )

Die MULTIPLIKATION zweier Matrizen wird Zeile links mal Spalte rechts multipliziert und
addiert:

t| u a-uth-w Falk—Schema:( 1 2 )
c d - ): c't+d-v c-u+d-w> 3 4
e f vyw e't+f-v eu+f-w 5 6\ /5-14+63 5:-2+4+6-4
(7 8)( 7+ 24 14+32>
9 0 9 18

DETERMINANTE

Die quadratische Determinante einer 2x2—Matrix ist das Produkt der Hauptdiagonale minus das
Produkt der Nebendiagonale:

|(Ccl Z)| =ad—-cb

Die Determinante einer 3x3—Matrix kann mit der Regel von Sarrus (Jagerzaunregel) berechnet
werden:
Zuerst wird neben die Matrix die erste und zweite Spalte der Matrix dazugeschrieben:

1 2 3\1 2
<45645
7 8 9/7

Dann werden die Produkte der Hauptdiagonale und der parallelen Diagonalen addiert:

8
1 2

(4 5 1-59 + 2:67 + 348 = 225
7 8 78

Danach werden die Produkte der Nebendiagonale und der parallelen Diagonalen addiert:

1 2 A3\A-2
(W 5 753 + 8:6:1 + 942 = 225
8 7 8
Zum Schluss werden beide Summen subtrahiert: 225-225 = 0

Wenn nun 0 wie hierherauskommt, ist die Matrix singuléar (Gegenteil: regulér) und kann
nicht invertiert werden und auch kein eindeutiges Ergebnis bei Gleichungen liefern!
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GURTNER-FORMELSAMMLUNG 13

WIE KANN MAN MIT DETERMINANTEN GLEICHUNGEN LOSEN?

. . . 2x+3y =17 -
Beim Beispiel des Gleichungssystems {4x —2y = 6} kann man in die
; G (20 3N\ (N _(7
Matrixform umschreiben: (4 _2) (y) = (6)
Zur L6sung muss man zuerst die Koeffizienten—Matrix der linken Seite erstellen: D = (i _32)

2 3

o lF2n 43 =16

und die Determinante davon berechnen D = |(

Da diese Determinante ungleich Null ist, kann man weitermachen und die x—Determinante der
Matrix berechnen, die aus der Koeffizienten—Matrix entsteht, wenn man die linke Spalte durch

die rechte Seitenspalte der Gleichung ersetzt: Dy = |(Z _32)| =7(-2)—63=-32
. _Dx _3
Der Wert von x ist der Bruch aus DxundD = X = =T 2

Ebenso berechnet man Dy durch Ersetzen der rechten Spalte der Koeffizienten—Matrix durch die

rechte Seitenspalte der Gleichung ersetzt: Dy = |(42L Z)| =2:6—47=-16
D -
Der Wert von y ist der Bruch von Dy und D = y= Fy = _—1: =

Ergebnis: Die Losung ist (x|y) = (2|1)

Definition der Inversen Matrix A~ zur Matrix A:
Wenn die Determinante |A| der Matrix A nicht Null ist, kann man die Inverse Matrix A™* bilden,
die mit A multipliziert die Einheitsmatrix E ergibt =& A* A1 =E

Fiir die 2x2—Matrix A = (Z Z) gilt Al= %' . (—dc _ab)

(Hauptdiagonalen vertauschen und in der Nebendiagonale die VVorzeichen wechseln)
Die Losung der Gleichung A* X =7 ergibt sich durch x=A1*7

Lineare Optimierung (WU):

. Bly gl
Vorgangsweise: ™
1.Teil: Vom Text zu den Ungleichungen 9.0
2. Teil: Von den Ungleichungen zu den Funktionen und Grafik +
3. Teil: Lésungspunkt grafisch mit der Zielfunktion

5

bestimmen N ,
4. Teil: Losung rechnerisch bestimmen (Zielpunkt und 8 A
Zielfunktionswert) 1 2 7

z.B.: x<5 und y<—0,5x+4,5 als Ungleichungen of 1 2 s 7

z=2/3x+y als Zielfunktion
Losung: (X|y) = (5/2) mitz =5,333
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GURTNER-FORMELSAMMLUNG 14

Komplexe Zahlen (M3):

i2=-1 r=+a2+b? tan(p) = b/a  (wenn a<0 dann: ¢+180°)
(wenn a>0 und b<0 dann: ¢+360°)
a =r-cos(p) b =r-sin(p)
+k -360°
n . _ n . gp .
r;o)"=(0";ng@) V (I’, ?») = (\/?’ n mitk =0,1,...,n
Analytische Geometrie (M3):
Geradendarstellung in Parameterform (Parameter t) g: X=A+t-d

Parallele Gerade: gleicher Richtungsvektor @ aber anderer Punkt A
Normale Gerade: Normalvektor (Koordinaten vertauscht, eine dndert VVorzeichen) und Punkt
Schnittpunkt zweier Geraden: Parameterformen gleichsetzen und zeilenweise betrachten “;;,g

Ebenendarstellung in Parameterform (Parameter s,t) e X=A+t-d+s-b
Uberfiihrung in die Gleichungsform: Teilen in 3 Zeilen, Gleichungssystem losen (s,t eliminieren)
Ebenendarstellung in Gleichungsform: [€: a:X+b-y+c'Z = d | mit Konstanten ab,cd

Erstellt durch Einsetzen von 3 Punktkoordinaten =» ergibt 3 Gleichungen = ergibt a,b,c,d (eine
Konstante ist frei wahlbar)

Kreisgleichung: k: (x—mx)? + (y—my)2 = r2 mit Mittelpunkt M=(mx|my) und Radius r

Kugelgleichung: k: (x—mx)? + (y—my)? + (z—mz)? = r2 mit Mittelpunkt M=(mx|my|mz) und
Radius r

Folgen und Reihen (M2/M3)

rekursive explizite Summenformel:
Darstellung: Darstellung:
arithmetische Folgen |an+1 =an+k _ _a, +a,
Kk = Differenz = an —an | &+ (DK = 2
geometrische Folgen |bn+1=bn-q q" -1
b bn=by-q"t | =bu
g = Quotient = t;ﬂ q-1
" s, =b, L fur |gl<1
1-q
monotone Folgen: wachsend, wenn gilt: a < an+1 fallend, wenn gilt: an > an+1
untere Schranke, wenn gilt: U <a obere Schranke, wenn gilt: O > an
3n 4 4
3n+4 o 3+
Greznwert = limes:  lim =lim > = [jm—N ==
n—»o 5n -1 n—>0057n_1 n—>005_1
n o n n
. : . . a"-1
Differenzengleichung: Xn+1= a-Xn+b hat die explizite Lésung: |x, =X, -a" +b- 1
a —
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GURTNER-FORMELSAMMLUNG 15

Infinitesimalrechnung (M3):

Der linksseitige GRENZWERT lin(} f(x) = f(xo=) einer Funktion f(x) an der Stelle xo
X—=>XU—

ergibt sich, wenn jede Folge <x»> von Zahlen, die kleiner als xo sind und gegen xo konvergieren
zur Folge haben, dass der Limes der Folge der Funktionswerte lim f(x,) gegen einen festen
Xn=Xo

Zahlenwert f(xo—) geht.

Analog ist der rechtsseitige Grenzwert f(xo+) einer Funktion definiert

Der (allgemeine) Grenzwert lin}) f(x) = f(Xo) existiert wenn links— und rechtsseitiger
X=X

Grenzwert existieren und gleich sind.

Der Grenzwert der Summe, Differenz und Produkt von Funktionen ist die Summe, Differenz
und Produkt der Grenzwerte der Teilfunktionen
z.B.: lim [f(x) + g(X)] = lim f(x) + lim g(x)  (fir x=» Xo)

Eine Funktion f(x) ist an der Stelle xo STETIG, wenn der rechtsseitige und linkseitige Grenzwert
der Funktion gleich dem Funktionswert ist: lim+f(x) = lim f(x) = f(xo)
X—Xo X—>Xo—

Eine Funktion f(x) hat an der Stelle xo eine LUCKE (behebbare Unstetigkeitsstelle), wenn der
rechtsseitige und linkseitige Grenzwert der Funktion gleich sind aber verschieden von f(Xo):

Jim fG) = lim f) # (o)

Eine Funktion f(x) hat an der Stelle xo eine POLSTELLE (Unendlichkeitsstelle), wenn der
rechtsseitige oder linkseitige Grenzwert der Funktion co ergeben. lim f(x) = o
X—Xo

Eine Funktion f(x) hat an der Stelle xo eine SPRUNGSTELLE, wenn der rechtsseitige und
linkseitige Grenzwert der Funktion existieren, aber verschieden sind

lim f(x)# lim f(x)
X—-Xxg+ X—>Xg—

Eine relle Funktion f(x): D> R heil3t an der Stelle xo DIFFERENZIERBAR, wenn f* (xo) =
li fO)=f(x0)
im ———=
x-xg X~Xo
heillt die Funktion differenzierbar (und sie ist auch stetig).

existiert. Ist die Funktion lberall (auf der Definitionsmenge D) differenzierbar, so

Integrationsregeln:

Substitution { [ f (z(x)) dx= [ f (2) %

3/2 3
Zum Beispiel : Ix-\/x2+5dx:jx-ﬁ~£:J'\/?%:Izl’zdz=z—:g~(x2+5)2
2X 2 3/2 3

partielle Integration: _[U V'=u-V —J.U'-V

Partialbruchzerlegung:
1. wenn Z&hlergrad > Nennergrad ==> Polynomdivision
2. Nullstellen des Nenners suchen und Nenner damit zerlegen
3. unbestimmter Ansatz des Restbruchs, analog zu:
2x-5 A N B
x2—4 (x-=2) (x+2)
4. mit Nenner multiplizieren und die Nullstellen einsetzen =>» liefert A und B
5. Integration der Partialbriiche (werden meist Logarithmen!)

Beispiel:
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Numerische Integration:

1) *
Rechteckmethode: D F(xi)*Ax
Trapezmethode: |
A:Z f(XI+A);)+ f(xi)
Simplexmethode:

Ax:[f(xll)+2* (X, +AX)+2* (X, +2AX) +... + T (X, +(n—1)-Ax)]-%

A=[F(x2)+4* f (X, +AX)+2% f (X, +2AX) + 4* f (X, +3AX) +...4- f (X, + (N—2)-AX) + f(x1+(n—1)-Ax)]-%

Newtonverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle: X, = x1 —M

f'(x)
Kurvenlange:
L:j dl :j,/1+ f'(x)2 - dx
Taylorreihe als Funktionsndherung
2 3 4
f(x) = arb* XX L geX e X L
il 2! 3 4
die Koeffizienten sind: a=1f(0), b=f"(0), c¢=1"’(0), d=1""(0), usw.
Konvergenzradius: lim &y
e a‘n+l
Beispiel: e* =1+ X +Z +X 4
1! 2! 3!
Differenzialgleichung
y =1f(x)gly)  mity(1)=2 y =xy
. . . d d
Leibnitz—Schreibweise: d—z = f(x)-g(y) ﬁ =Xy
Trennen der Variablen = -2 = f(x)-dx L — x-dx
g y
i d_y = . d—y = .
Integration =» fg(y) [ f(x) - dx Il ” fzx dx
-x
Inly[==+C
Ent—Logarithmieren liefert die allgemeine Losung y= e"; * K
- 12
Einsetzen des Anfangswerts 2=e7x KD K=121
liefert die spezielle Losung 2
D>y=ez*121
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