Extrakapitel fiir M3

1. Integration durch Substitution

(Umkehrung der Kettenregel)

Beispiel 1:
I=J.«/4+5x~dx

Berechnen Sie das Integral

Lésung:

a) Da die Wurzel eine innere Funktion hat, substituieren wir diese und leiten dann ab ...

z=4+5x

dz
—(=z)= 5 [* dx
dx( Z)

dz =5%dx [:5
abc:E
5

b) Damit setzen wir das Integral neu an:

Izjmdxzwz%

¢) und integrieren nach der neuen Variablen z nach dem Vorziehen von 1/5:

3

d 1 1 ¢! 122 12

I = J.\/_ - g.[\/zdzz g'J.szZZ g%z gg
2

d) dann kann wieder riicksubstituiert werden und C dazugeschrieben werden:

I=%\/Z_3= %\/(4+5x)3 e

Ubungen zur Substitution:

la) J.(1+x)4dx 1b) j(3x—2)3dx lc) j(z—xfdx
2a) [x(3x* —1)’dx 2b) [ x(5—7x2) dx 2¢) [x(3-247)dx
e x> ; 4x-14
3a) [(7-71x)7 dx 3b) j—(5_4x3)3 dx ¢) j(x2_7x+6)4 x
4a) [V2x-2 dx 4b) [3f3—2x7 dx 4¢) jsfx(l_@ dx
X
5a) j2x\/x2—5 dx 5b) Ix\/x2+5 dx 5¢) I—x\/xz—ldx
1 2x2 X
6a) [(5x-12)"% dx 6b) jﬂ 6¢) jmdx
1 X X
7a) j5+xdx 7b) jx2+1dx 7¢) jl —
2x3 4x3+8x " x-(x2—
83) v|-5_x4 dx 8b) .[(x2+2)2 dx ) ) .[ (3 x2)2
9a) [sin(Gx—1)-dx 9b) [cos(2x-1)-dx oc) [ -dx

*) zuerst kiirzen!
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2. Integration durch partielle Integration
(Umkehrung der Produktregel)

Beispiel 2:

. I=|x-e'
Berechnen Sie das Integral Ix ¢ dx

Loésung:

" '
Die Umkehrung der Produktregel ergibt folgende Integrationsregel: Ju V=UCY T Ju "V

Schritt 1: Bestimmen, was u und was v’ sein sollen (x soll abgeleitet werden, ist also u)
I:Ix-ex dx:_[u-v'dx

Schritt 2: Tabelle zur Bestimmung der Ableitungen und Integrale:
Schritt 3: Anwenden der Integrationsregel:
u-v’ u-v u v
I:jx-ex dx =x-e"—j1-ex dx
Schritt 4 :Nun kann das Restintegral integriert werden — und wir sind fertig!

I:x-ex—jex~ldx:x'ex—ex+c

u v=e'
w=1]|v=e

Beispiel 3:
Mehrfache partielle Integration Ixz -sin x dx

Lésung: u-v u- v u v u-.- v
1. partielle Integration: Ix2 -sin x dx = x2-(—cos x) — I 2x-(—cosx) dx =—x%cosx + 2jx -coS x dx
u-v u-v
2. partielle Integration: = —x2cosx+2- lx -sin x — Il -sin x dx]
= —x2cosx+2-[x-sinx—(—cosx)]+C =

3. und Integration des Restintegrals ergibt : .
=-—x2cosx+2-x-sinx+2cosx+C

Beispiel 4:
Integration fihrt zum Ausgangsintegral: I = Isinx e dx

Lésung: u- v u- v u v
u- v
1. partielle Integration: [ = J-sinx ce" dyx= sinx-e” —Icosx-ex dx

2. partielle Integration: u- v uw o
=sinx-e* — lcosx-ex —J-(—sinx) e’ a’xJ

3: durch Vereinfachung ergibt sich: =sinx-e* — cosx-e’ — jsin x-e' dx

4: wir haben wieder das Ausgangsintegral bekommen, das wir mit I anschreiben:
I=sinx-e"— cosx-e" —1 [+1

5. durch Gleichungsumformung bringen wir das I auf die linke Seite und es ergibt sich:
2-I=sinx-e’ — cosx-e” l:2
= sinx-e* — cosx-e*

2

+C
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allgemeine Integrationsregeln:

Funktion Integral = Stammfunktion Integral mit Schnellsubstitution
2
f(x) =k F(x)=kx+C [ (ax+b) = a% +bx+C
X . (ax+b)™!
fx)=x" mn#-1 +C [ (ax+b)* = ——
Wt e D = e
fo0) =1 = »- F(x) = In Ix| + C [l - jax+pytndaxtbh
! ax+b a
. - b
f(x) = sin x F(x)=—cosx +C [ sin (ax+b) = cos(ax +b) L C
i b
f(x) = cos X F(x) =sin x + C [ cos (ax+b) = sin(ax + b) L
a
eax+b
f(x)=¢" F(x) =&+ C [ L C
a
10ax+b
f(x) = a" F(x) = a*/lna+C J' 10ax+b — +C
a*Inl10

Konstante mal Regel

[k fx) = k[fx)

Summenregel

[fx) + gx) = [f(x) +]g(x)

Ubungen zur partiellen Integration:

10a) jx-e" dx

10b) Ixzexdx

10¢) jx3-e" dx

11a) J.x-e_xdx

11b) | (Inx)?
X

11c) jlnxdx

12a) jx~lnx dx

12b) Ix2-1nxdx

12¢) jx-sinx dx

13a) J.x-cosxdx

13b) J’x-coszx dx

13c) sz-cossx dx

14a%) jsin 2x dx

14b*) J’ cos2x dx

14c¥) jsinx-e*dx

15a%) Jsin X-Ccosx dx

15b) jx-sinzx dx

15¢) jx-(l—x)“’ dx

*) die partielle Integration fithrt zum Ausgangsintegral =» Integralgleichung (I=...-1 = 2:I1=..)
oder man ersetzt den Integranden durch eine andere Winkelfunktion laut folgender Tabelle:

Regeln fiir SIN/COS:

sin?x + cos?x =1

CoS 2X = co0s2 x — sin? X

. sin 2x
sin X cos X =
-> cos2x = | — sin2x
-> cos2x=(cos2x+1)/2

sin?x = 1 — cosZx
sin2 x = (1-cos 2x) /2

und
und
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3. Integration durch Partialbruchzerlegung

Integrale, die komplizierte Briiche enthalten, lassen sich in Teilbriiche zerlegen, die integrierbar sind

Beispiel 5:

2 __
umendeasmmgmljzx S
x—

Lésung:
Dieser Bruch lisst sich zerlegen.
1. durch Polynomdivision, wenn der Zidhlergrad groBer oder gleich dem Nennergrad ist:

2x2-5): (x2-4)= 2
—(2x2-18)
/43 Rest
2 __
daraus ergibt sich folgende Zerlegung: 2x2=5 =2+ 3
x2—4 x2—4

2. der Restbruch wird weiter zerlegt, indem zuerst die Nullstellen des Nenners gesucht werden:
—-4=0 => X112 = {2,—2}
und mit dem Satz von Vietd zerlegt man den Nenner als Produkt
x2 -4 = (x-2)-(x+2)
3. Damit kann man nun den unbestimmten Ansatz fiir den Restbruch machen:
3 3 A N B
x2—-4 (x-2)(x+2) (x-2) (x+2)
4. Diese Gleichung multipliziert man mit dem Nenner (x—2)-(x+2):
3=A-(x+2)+B-(x—-2)
und durch Einsetzen der Nullstellen erhilt man die Variablen A und B:
Xx=2 2 3=A-(2+2) +B(2-2) 2> 3=4A = A=3/4=0,75
x=-2 = 3=A(2+42) +B(2-2) = 3=-4B = B=-3/4=-0,75
5. damit kann man nun das Integral 16sen:
J‘Z)ZZ—S‘dx: j2+ 0,75 0,75
x2—4 x=2) (x+2)

(x—Nullstelle)*(x—Nullstelle):

2x+ 0,75 -Inlx=21- 0,75 -Inlx+21+C

Regeln fiir die Partialbruchzerlegung:
1. wenn Zihlergrad >= Nennergrad = Polynomdivision
2. Nullstellen des Nenners suchen und Nenner damit zerlegen
2x-5 A B
x2—4  (x— 2) (x+2)
4. mit Nenner multiplizieren und die Nullstellen einsetzen =» liefert A und B
5. Integration der Partialbriiche (werden meist Logarithmen!)

3. unbestimmter Ansatz des Restbruchs, analog zum Beispiel:

Ubungen zur Partialbruchzerlegung:

x2+x

2 __
16a) j 16b) [* xix;“d
17b) j4x2dx
x_
x+5 5x 8
18b) jx2+xdx 18¢) jx_ .
2 _
19b) J-$dx 19¢) j dx
x2—-10x+25 X2+ x—-6
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Losungen: (ohne ,,+C*)

la) L2 - 1b) Bx-2)°* o) —G=2"

5 12 4

2 3 3 _ _ 2)\2
2a) B =D ob) - 5= 2¢) ZB=2%)

18 42 8
30—l 3y L 3¢) _ —2

71-(71x="7) 24(5-4x7)? 3(x2—Tx+6)3
4a) A@x-2) apy V@3 4 —%-%/(Sx—l)ﬁ
10

3
52) 200" =) spy VI 5¢) A=
3 3 3
6a) 2/5x-12 6b) —3/(B3—12  6c) Ja2-1
5

2 __
7a) In (x+5) 7b) w 7¢) _w
ga) ~I0X'=5)  gp) 2.In(x242) gc) M(x*=3D
2 2
. 3x
9a) - cos(;sx -1) 9b) sm(22x -1 9¢) e
10a) (x—1)-€" 10b) (x22x+2)-¢*  10c) (x3-3x2+6x—6)-e*
3
11a) (-x-1)-¢™ 11y UnY) 1) x-Inx —x
12q) XInx 12b) X*Glnx=1 " 15¢) ginx — x- cos x
2 4 9
13a) cos X + X- sin x 13b) €0s2x  xsin2x 3. 2x-c0s(3x) | (x—z—i) -sin(3x)
4 2 9 3 27

J.sian = .[sinx-sinx =—Ccosx- sinx—J.—cosx-cosx

14a) =—COSX'SiHX+I1—SiH2.x 14b) Sinx.cosx+£ _ sin 2x {
=—cosx-sinx+x—jsin2x I+J.sin2x 2 2 4 2
Z*J.sin2x=—cosx-sinx+x [:2
. —cosx-sinx+x
Jsm 2=
2
14c) e*-(sin x — cos x)/2
15a) _COs*x __ cos 2x+C 15b) sin(2x) — 2x - cos(2x) 15¢) —x-(1-0" (1-»"
4 4 11 132
x2 x2
16a) x2+x 16b) ?—ZX 16¢) ?—ZX
17a) 5:-In(Ix-5l) 17b) 4-2-In(Ix-2l) + x) 17¢) 1,5-(32 ‘In(Ix+4l) + x-(x-8))
183) -1n(|x+3|)+ln(|x—3|) 18b) 5-1n(|x|)—4-1n(|x—+1|) 18C) 81n(|x|)+171n(|x—5|)
6 5
19a) In(Ix-2l) + In(Ix+2l) + x 19b) 9-In(Ix-5l) —2—05 +x 19¢) _g (In(l x+3)=In(l x=21))
x —

LINKS:
Substitution: http://de.wikipedia.org/wiki/Integration_durch_Substitution

http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/4/substitutions.3/

http://brinkmann-du.de/mathe/gost/diff int 01 04.htm
partielle Integration: http://de.wikipedia.org/wiki/Partielle Integration
Partialbruchzerlegung: http://de.wikipedia.org/wiki/Partialbruchzerlegung
Integrationsmaschine (Mathematica) http://www.mathe-online.at/Mathematica/
allgemeines: http://www.mathematik.net/Integ-1/ia-001.htm
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